
دنباله حقیقی: 
 از مجموعه اعداد طبیعی به مجموعه اعداد حقیقیfتابعی است مانند 

f:N        R
f:N        Z
f:N        C
f:N        N

دنباله حقیقی 
دنباله صحیح 
دنباله مختلط 
دنباله طبیعی 

مجموعه اعداد طبیعی 

مجموعه اعداد صحیح 

مجموعه اعداد گویا(کلیه اعداد اعشاری مختوم)  

N={1,2,3,……}

Z={0,+-1,+-2,+-3,….}

Q={    |p,q   Z,q   0}

Qcبه اعداد اعشاری نا مختوم اعداد گنگ گویند 

   R=Q Uمجموعه اعداد حقیقی 

p
q =

Qc

مجموعه اعداد حسابی  W={0,1,2,3,……}

N   W   Z   Q    R   C

C  .مجموعه اعداد مختلط بصورت دوبعدی نمایش داده میشود
C=(x,y)=x+iy

مولفه حقیقی 

مولفه موھومی 

یکه موھومی 

=x

=y

=i

i= -1

i=
2

-1

i=
3

-i
i=
4

1

مثال  x=-1
2 x=i i=

2
-1

(-i)=
2

i=-1
2

x=+i
x=-i

R
2

={(x,y) I x,y   R}R
2

C ~_ R
2

f:N        R
(x,f(x))

n        f(n)
(n,f(n)) (1,f(1)) , (2,f(2)) , (3,f(3)) ,…….. {f(n)}

 N جزء(x)چون مولفه ھای اول 
میباشند ،نمایش داده نمیشوند.  

an

=f(n)=
n

2n+1
1
3

, 2
5

, 3
7

,……..
a1 a2 a3

دنباله ھمگرا: 
اگر دنباله رفته رفته به یک عدد خاص نزدیک شود ھمگرا گویند.  

دنباله واگرا: 
-حد دنباله رفته رفته به       نزدیک شود. 1  
-دنباله رفته رفته به دو یا سه عدد خاص نزدیک شود.(ھمگرا به چند عدد)(برد دنباله چند عدد است) 2

+-

=
1
n

{1
n

}
1
2

, 1
3

,1
4

,……..1,

1
2

0 11
3

1
4

a1a2a3a4

an= n { }n 1,2,3,….

0 1 2 3 4

an={(-1)  }
n

-1,+1,-1,+1,….

0 +1-1

a1

a3
a2

a4

an ={         }
n

2n+1
1
3

, 2
5

, 3
7

,……..

0 11
3

2
5

3
7

ھمگرا به عدد صفر  +واگرا به 

+ 1واگرا به 
-

1ھمگرا به عدد  
2
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ھمگرایی یا واگرایی دنباله ھای زیر را بررسی کنید؟

{         }
n

2n+1
1) Lim

n

n
2n+1

=
2 2

n
2n =

2

Lim
n

Lim
n

n
2 =

Lim
n

2n
2 = Lim

n

n =

ھم ارزی 

ھوپیتال 
(واگرا)  

0وقتی حد بسمت        یا          مبھم میشود،میتوان از قاعده ھوپیتال استفاده کرد.  
0

f(x)=a x+a x +……+a x                   a x~

ی 
ارز

م 
ھ

n0

n

1

n-1

m

n-m

0

n

 دارای بیشترین توان باشد. x بسمت      میل کند ھم ارز جمله ای است کهxدر چند جمله ای ھر گاه 

{               }
n+5n+8

2)
2n-3n+7

2

2
Lim
n

n+5n+8

2n-3n+7
2

2 = Lim
n

hop Lim
n

4n
2n

= 2 ) 2(ھمگرا به عدد

{               }3)
3+7n

n-3+5n2
Lim
n

3+7n
n-3+5n2 = Lim

n

hop Lim
n

7
10n

= 0 ) 0(ھمگرا به عدد

n، {a   }دنباله             را صعودی میگوییم ھر گاه به ازای ھر
nan< an+1 f(n) < f(n+1)

n، {a   }دنباله             را نزولی میگوییم ھر گاه به ازای ھر
n

an< an+1 f(n) > f(n+1)

دنباله ای که صعودی یا نزولی باشد را دنباله یکنوا گوییم.  

صعودی یا نزولی بودن تابع زیر را بررسی کنید؟ 

{     }11) n n<n+1 1
n > 1

n+1 (تابع نزولی است)  
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سری: 
{   a}اگر         یک دنباله باشد عبارت زیر یک سری نامتناھی نامیده میشود.  

n
n=1

a   
n

i=1
a   

i
=a +a +a +….

1 2 3

 ام سری: nمجموع جزئی 

S  =a +a +a +…+a ام سری مینامیم. nعبارت                                         را مجموع جزئی
n 1 2 3 n

S =a 
1 1

S =a +a +a
3 1 2 3

سری ھمگرا و سری واگرا: 

اگر حاصل جملات سری یک عدد باشد سری ھمگرا ، و اگر حاصل جملات سری         باشد سری واگرا مینامیم.  

قضییه: 1

اگر سری               ھمگرا باشد آنگاه              
n=1

a   
na   

n
Lim
n

(عکس این موضوع درست نمیباشد)  0=

Limاگر                        آنگاه                   واگراست.  نتیجه خیلی مھم: 
n

=0a   
n

n=1
a   

n

   aاگر                    آنگاه ھیچ نتیجه ای نمیگیریم 
n

Lim
n

=0

n=1

2n+1
n+3

Lim
n

2n+1
n+3

hop
= =2 2سری واگرا میباشد

1
قضییه: 2

سری               (سری ھارمونیک یا سری ھمساز)  واگراست.  
n=1

1
n

n=1

2
n

1)

1) =
n=1

1
n2 ضریب سری ھارمونیک نیز واگرا میباشد.  

سری ھندسی: 
ھر سری بشکل زیر را سری ھندسی گویند.  

n=1
aq

n-1

a+aq+aq +…...
2

q=
aq
a q=

aq
aq

2

قضییه: 3

اگر سری                 یک سری ھندسی باشد.  آنگاه 
n=1

aq
n-1

IqI>1  .در اینحالت سری واگرا است

IqI<1  .در اینحالت سری ھمگرا است.  و مجموع سری از رابطه               بدست می آیدS= a
1-q

a=جمله اول

q= قدر نسبت

n=1
2(3)1)

n

= 6+18+54+…. q=3 سری واگرا میباشد

n=1
2) 3

5
n-1 =3+     +     +….3 3

5 25
q= 1

5
سری ھمگرا میباشد S= 3

1- 1
5

=15
4

اگر دو سری ھمگرا با ھم جمع شوند ،مجموع آنھا نیز ھمگرا خواھد بود  (1

اگر یک سری ھمگرا با یک سری واگرا جمع شود ،مجموع سری واگرا خواھد شد.   (2
مجموع دو سری واگرا مشخص نمیباشد.   (3

n=1
3) 2

n
3

2
n-1+(              ) =

n=1

2
n + 3

2
n-1

n=1

n=1

3

2
n-1 3+     +     +….= 3

2
3
4

q= 1
2

سری ھمگرا میباشد

واگرا=ھمگرا +واگرا 
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P :سری -
-سری مینامیم. Pھر سری بشکل زیر را یک 

1

2
p

n=1
=1+     +     +….1

2
p

1

3
p p= عدد ثابت قضییه: 4

-سری باشد. آنگاهPاگر سری                 یک  1
n

p
n=1

IpI>1  .در اینحالت سری ھمگرا است

IpI<1  .در اینحالت سری واگرا است

n=1
1) 1

n
3 P=3 سری ھمگرا

n=1
2) 1

n
5

=
n=1

1

n
5
2

P= 5
2

سری ھمگرا 

n=1
3) 1

3
(       )

n
=(سری ھندسی)  

3
1

+
9
1

+
27
1

+…. q=
3
1 سری ھمگرا 

-سری پایه متغییر است و توان ثابت Pدر سری ھندسی پایه ثابت است و توان عوض میشود و در

آزمون نسبت یا دالامبر: 5

فرض کنیم سری                  یک سری نامتناھی باشد در اینصورت
n=1

a n

Limاگر 
n

+1
an

a n
=k<1

Limاگر 
n

+1
an

a n
=k>1

Limاگر 
n

+1
an

a n
=k=1

سری ھمگرا است

سری واگرا است

آزمون بی نتیجه است

n=1
0) 2

n!

n

Lim
n

2
n!

n

2
(n+1)!

n+1

(n+1)!=n!*(n+1)

2
n+1

= 2
n
*2

Lim
n

n!
*

2
n

*2

n!*(n+1)*2
n = Lim

n

2
n+1 =0 سری ھمگرا است 

n=1
1) 2n

2

n=1
2) 1

n
= 1

n
1
2n=1

P سری- P= 1
2

سری واگرا

n=1
3) 1

n43 =
n=1

1

n
4
3

P سری-
P= 4

3
سری ھمگرا 

n=1
4) 2n

n+3
= Lim

n

2n
n+3=

hop Lim
n

2n
n+3

=2=0 سری واگرا

n=1
5) 1

2
n = 1

2
+ 1

4
+ 1

8
+…. سری ھندسی 

q= 1
2

سری ھمگرا

n=1
6)

5
n!

n
Lim
n

(n+1)!

(n+1)!

5
n+1

n!
5

n

= Lim
n

n!*(n+1)*
n

آزمون 5
دالامبر  n!

*

n

55*
= Lim

n

n+1
5

= سری واگرا
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4

Lim
n

2n
2
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آزمون ریشه: 6

nفرض کنیم سری                  یک سری با جملات نا صفر باشد در اینصورت 
n=1

a

Limاگر 
n

a n =k<1سری ھمگرا است

Limاگر 
n

سری واگرا است =k>1

Lim
n

=k=1آزمون بی نتیجه است اگر 

n=2
1) (-1) =

n+1 1
(Ln n)

n
Lim
n

1
(Ln n)

n

n

a n

n

a n

n

n

= Lim
n

1
Ln  n

=0 سری ھمگرا است

log x
10

= log x

log x e=2.7=Ln  x
e

(-1)
n+1

1= +
- = 1

n=2
2) (-1)

n+1 n
n

2
= Lim

n

n n
n

2
= Lim

n

1
2

= 1
2

سری ھمگرا است

آزمون مقایسه: 7

فرض کنیم سری                  و                  یک سری با جملات نامنفی باشند  
  

n=1و 
na

n=1
nb

<na nb

اگر سری              ھمگرا باشد(نتیجه عدد)  ، آنگاه               ھمگرا است.            
n=1

nb
n=1

na

اگر سری              واگرا باشد(نتیجه      )  ، آنگاه               واگرا است.            
n=1

na
n=1

nb

n=2
1)

1
Ln  n

n>Ln n <1
n

1
Ln  n n=2

1 ,
n n=2

1
Ln  n

سری واگرا  سری واگرا

(2n)!>(n!)  >n  >a  >n >Ln n
2 n n

a>1

Lim
n

Ln  n
n =0 Lim

n Ln  n
=

n

n=1
2)

Lim
n

n

(n!)
2

n

=0

1

2
n+1

چون 

چون 
<1

2
n+1

1

2
n

n=1

1

2
n+1

,
n=1

1

2
n

سری ھندسی 
ھمگرا 

سری ھمگرا 

(1

(2

  2رابطه 

  1رابطه 
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سری توانی: 
n

n=0
a (x-c)

n

که سری مورد نظر در آن بازه ھمگرا میباشد.   xبازه ای از 

n
n=0

a (x-c)
n

گویند.  صفر ھر سری بشکل                 را یک سری توانی به مرکز 
n

n=0
a x

n

شعاع ھمگرایی ،بازه ھمگرایی: 

n
n=0

a x
n Lim

n

n+1
a x

n+1

na x
n = |x|<1 |x|< 1 =r

گویند.   Cھر سری بشکل                        را یک سری توانی به مرکز 

-r<x<r

X=-r  وX=-r   .باید جداگانه بررسی شود

(بازه ھمگرایی)  

r= 1

r=0

r=

r= 1

=

=0

<<0

n=0
1) xn

= Lim
n

xn+1

xn = |x||x|
|x|<1

< 1 =r =1
r=1

-1<x<1

x=1
n=0

1
n
=

n=0
1 = سری واگرا 

x=-1
n=0

-1
n
= 1+

- سری واگرا 

x (-1,1)

سری متناوب: 
(1-)به سری گویند که دنباله ھای آن یکی در میان مثبت و منفی میشود مانند وجود        در سری 

n

در سری متناوب 

قضییه: 

n=0
(-1)

n

na

Limنزولی باشد و naاگر
n

na آنگاه سری0=
n=0

(-1)
n

na  .ھمگراست

n=0
2) (-1)

n x
n

n
Lim
n

(-1)
n+1 xn+1

n+1

(-1)
n x

n

n

Lim
n

xn+1

n+1

x
n

n

Lim
n

n xnx
xn

(n+1)

Lim
n

|x| n
(n+1)

|x|<1 -1<x<1

x=1
n=0

(-1)
n x

n

n n=0
(-1)

n 1
n

n n=0
(-1)

n 1
n

براساس قضییه متناوب ھمگرا میباشد 

x=-1
n=0

(-1)
n x

n

n n=0

(-1)
n

(-1)
n

n n=0

(-1)
2n

n n=0

1
n سری واگرا 

x (-1,1]

-1<x<1

-1<x<1
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n=1
3)

xn

n 3
n

x
n+1

x
n

n

n 3

n+1 3
n+1

n
n

3 xn x

n+1 xn n
3 3

n x

n+13
Lim
n

|x|
3
1 n

n+1

|x|<1 1 |x|
3 <1 |x|<3 -3<x<3

x=3
n=0

x=-3
n=0

xn

n 3
n

xn

n 3
n

3
n

n 3
n

1
n

3
n

n 3
n

(-1)

n
-

Lim
n

1
n

Lim
n

1

n

1
2

p سری-

-

سری واگرا 

Lim
n n

Lim
n

1

1
2

P=

 متناوب ھمگرا سری

-3<x<3

x [-3,3)

n=1
4)

xn

2n

x
n+1

2
(n+1)

xn

2n

2n x
n
x

xn 2
(n+1)

2n x
2

(n+1)

Lim
n

|x|
2n
2

(n+1)

|x|<1 |x|<1
=1

-1<x<1

= 1
3

r=3

r=1

x=1
n=0

x=-1
n=0

xn

2n

xn

2n

1
n

2n
1

2n
Lim
n

1
2n

pسری-
P=2

سری ھمگرا 

2n
Lim
n 2n

-1<x<1
[-1,1]x

Bay
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سری متناوب ھمگرا 

n
3

n

(-1)
n(-1)

n

n

(-1)
n

(-1)
n
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 فرمولھای انتگرال گیری

xdx=
n x

n+1

n+1
+c (n=-1)   

1
x dx=Ln|x|+c

Sinxdx= - cosx+c

Cosxdx=sinx+c

(1+tanx)dx=tanx+c
2

edx=
x

e+c
x

1)

2)

3)

4)

5)

6)

dx

1-x
2

=Arcsinx+c

dx

1+x
2 =Arctanx+c

7)

8)

2
9) (1+cotx)dx=-cotx+c

(x  )`=nx
n n-1

(sinx)`=cosx

(cosx)`=-sinx

(tanx)`=1+tanx=
2

2

(cotx)`=-(1+cotx)= - 
2

2

(n  )`=n log a
x

e

x

(e  )`=e
x x

(log x)`= 1
xlog a

e

1

cosx

1

sinx

(log x)`=
e

1
x

(arc sin x)`= 1
2

(arc cos x)`= -1

1-x
2

(arc tan x)`= 1
2

(arc cot x)`= -1

1+x
2

(          )`=
n m

n n-m
n

m

1-x

1+x

x
x

فرمولھای مشتق گیری

روش انتگرال گیری بصورت جزء به جزء 

 باشند در اینصورت انتگرال بصورت زیر محاسبه میگرددX دو تابع برحسبV و Uفرض کنیم که 

udv=uv- vdu

xedx
x

u=x du=dx

dv=edx
x

dv = edx
x

v=e
x =xe-

x
edx
x

=xe-
x

e
x
+c

 میگیریمuمعمولا عبارت چند جمله ای را برابر

xedx
x2

u=x du=2xdx

dv=edx
x

dv = edx
x

v=e
x

2 xe-
x2

e (2x)dx
x

xe-
2 x 2 xedx

x

روش جزء 
به جزء 

= xe-
2 x 2(xe-e)+cx

xsinxdx

u=x du=dx

dv=sinxdx v=  sinxdx
v=-cosx

=x(-cosx) - 

= -xcosx+ cosxdx = -xcosx+sinx+c

xcosxdx
2

u=x du=2xdx
2

dv=cosxdx v=  cosxdx
v=sinx

=
2

xsinx-2 xsinxdx

روش جزء به جزء 

2
=xsinx-2(-xcosx+sinx)+c

2

Ln xdx u=ln x du=      dx1
x

dv=dx v=x
(ln x)x-       dx1

xx=

=(ln x)x-x+c

-cosxdx

xsinx-  sinx(2xdx)

(ln x)x-=       dx

1)

2)

3)

4)

5)

3xsinxdx=6)
u=3x du=3dx

dv=sinxdx v=  sinxdx
v=-cosx

=-3xcosx+3 cosxdx

=-3xcosx+3sinx

3xsinxdx=

ھرگاه یک تابع جبری بصورت ضرب در کنار یک تابع غیر 
جبری قرار گیرد از روش جزء به جزء استفاده میشود.  

-3xcosx+3sinx

روش 
تستی(جدولی)  

مشتق گیری  انتگرال گیری 
u dv

3x sinx

3 - cosx

0 - sinx
برای استفاده از این روش باید در ستون 

مشتق گیری به عدد صفر برسیم  

u1dv1-u2dv2-…….

=-3xcosx+3sinx

Bay
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توابع مثلثاتی 
توابع نھایی 

توابع لگاریتمی 
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بسط تیلور: 
برای اینکه یک تابع بصورت چند جمله ای نوشته شود از بسط تیلور استفاده میشود.  

f(x)=f(c)+f(c)(x-c)+         (x-c)+…….+            (x-c)+…...
2!

f(c) 2

n!
f  (c)
(n)

n

f(x)=f(0)+f(0)x+         x+……..+          x+….
2!

f(0)
n!

(n)

nf  (0)2

بسط مک لرن: 
 در نقطه صفر f(x)بسط تیلور تابع 

C=0

بسط مک لرن 
F(x)=sinx

f(x)=sinx Sin(0)+cos(0)x+
-sin(0)

2!
x

2
+…..

f(0)=sin0=0

f(0)=cos0=1

f(0)=-sin0=0

f(0)=-cos0=-1

f(x)= f(0)+
f(0)
1!

x+ f(0)
2!

x
2
+ f(0)

3!
x

3
+….. f (0)

n!
x

n
+

(n)

+…..

Sinx=0+x+0+
3!
-1 x

3
+

5!
1 x

5
+0+ …..

Sinx=x- x
3

3! + x
5

5! -…..
n=1

(-1)
n+1 x

2n-1

(2n-1)!
n=0

(-1)
n+2 x

2n+1

(2n+1)!
n=0

(-1)
n x

2n+1

(2n+1)!

n=1 اگر ازnیک واحد کم کنیم در قسمت فرمول کلیه nھا را به n+1 تبدیل میکنیم.(مانند فرمولھای دیگر sinx  (

بسط مک لرن 
F(x)=cosx

 را در اختیار داریم از روش زیر میتوان استفاده نمود.  sin x با توجه به اینکه چند جمله ای  تابعcos xبرای بدست آوردن بسط مک لرن تابع 

 مشتق میگیریم.  sin x از چند جمله ای تابع cos x است برای بدست آوردن چند جمله ای تابعcos x برابر sin xچون مشتق تابع  

 را در اختیار داریم از روش زیر میتوان استفاده نمود.  cos x با توجه به اینکه چند جمله ای  تابعsin xبرای بدست آوردن بسط مک لرن تابع

    انتگرال میگیریم.cos x از چند جمله ای تابع sin x است برای بدست آوردن چند جمله ای تابعsin x برابر cos xچون انتگرال تابع

Sinx=x- x
3

3!
x

5

5!
…..

n=1
(-1)

n+1 x
2n-1

(2n-1)!
Cosx= x

2

2!
x

4

4!
…..

n=1
(-1)

n+1 x
2n-2

(2n-2)!
+ - 1- + -

مشتق

انتگرال

Sinx=x- x
3

3!
x

5

5!
…..

n=0
(-1)

n
2n+1

(2n+1)!
Cosx= x

2

2!
x

4

4!
…..

n=0
(-1)

n x
2n

(2n)!
+ - - + -

مشتق

انتگرال

x 1

f(x)=e

f(0)=

f(0)=

f(0)=

f(0)=

x

e0
=1

e0
=1

e0
=1

e0
=1

f(x)=ex
=1+X x

2

2!+ x
3

3!+ +…..

n=0

x
n

n!

f(x)=e-x
=

1
ex  یک اتحاد است f(x)چون بسط

 گذاشت.  x، -xمیتوان بجای 

f(x)=e-x
=1-X x

2

2!+ x
3

3!- +….. n=0

x
n

n!
(-1)

n

f(x)=ex
=1+X x

4

2!+ x
6

3!+ +…..
2

(    )xe
2

n=0

x
2n

n!
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n=0
xn

=1+x +x +x +...
2 3

q=x

q<1
برای ھمگرا شدن 

|x|<1 |x|<11
1-x

S= 1
1-x

n=0
xn

=x<1 1
1-x

xn
= 1

1-x
x=-x (-1)

n

n=0 n=0

1
1+x

x=x
2

(-1)
n

n=0

1
1+x

=x
n

x
2n
= 2

n=0 n+1
x

n+1

=Ln(1-x)
n=0 n+1

x
n+1

=Ln(1+x)(-1)
n

n=0 2n+1
x

2n+1

=Tan x(-1)
n -1

انتگرال  انتگرال  انتگرال

f(x)=

f(x)=

f(x)=

f(x)=

tan x

(1+tan x)
2

0+2(1+tanx)tanx
2

f(0)=

f(0)=

f(0)=

f(0)=

tan 0

(1+tan 0)
2

0

2+6*0=2

=0

=1

x
3

3
x

5

5+ +…..+x

if x1,x2   D
f:R         R

f
f(x1)=f(x2) x1=x2

 را حداکثر درf ھانمودار تابع xھر خط موازی محور 
یک نقطه قطع کند.  

تابع یک به یک 

x-1

x+1
f(x)= f(x1)=f(x2) x1-1

x1+1

x2-1

x2+1
= x1=x2

f(x)=-3x+5
2

f(x1)=f(x2)

تابع یک به یک 

x1=x2
2 2

x1=x2 یک به یک نیست

f:R         R
f(x)=-3x+5

2

-
f(x1)=f(x2) x1=x2

2 2

x1=x2 تابع یک به یک

 معکوس پذیر است و برای f یک به یک باشد آنگاه تابع fاگر تابع
رسم نمودار تابع معکوس از نیمساز ربع اول و سوم استفاده میکنیم.

x

y
y=x

f:A         B

x1,x2   D
f

x1<x2 f(x1)<f(x2) تابع اکیدا صعودی

y

x1 x2

f(x1)

f(x2)

f(x)=-5
f(x1)=-5

f(x2)=-5

f(x1)   f(x2)

f(x1) < f(x2)

تابع صعودی است 

تابع اکیدا صعودی نیست 

f:A         B

x1,x2   D
f

x1    x2 f(x1)    f(x2) تابع نزولی 

y

x

f:A         B

x1,x2   D
f

x1<x2 f(x1)>f(x2) تابع اکیدا نزولی 

f:R         R
+

f(x)=-x+3
2 x1<x2 x1<x2

2 2
-x1> -x2

2 2 2 2

تابع اکیدا نزولی 

f:R         R

f(x)=x+3
2

-1<0 f(-1)>f(0)
4 3

تابع صعودی نیست 

1<2 f(1)<f(2)
4 7 تابع نزولی نیست 

برای نقض کردن میشود عدد گذاری کرد 

<

<

<
-x1+3> -x2+3

Bay
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(2tanx+2tanx)
3

=2(1+tanx)
2

+2*3(1+tanx)tanx
2 2

=0+x+0+ x2
3! +0+

3
x4

5!

5

+….

f(x)=cotxبسط مک لرن ندارد چونCot(0)=     
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a>0 , a   1

f(x)=a
x

D  =Rf R  =(0,+    )f

تابع نما یی 

=R
+

=

x
a>1

1

صعودی و 
یک به یک

1

نزولی و یک 
به یک

0<a<1

y=a
x

y=a

D     =R
f

R      =D
f

-1
f

=(0,+     )=R
+

f
-1 =R

تابع لگاریتمی 
f(x)=a

x

f(x)=logx
-1

a 1 1

f(x)=logx
a

a>1 صعودی و
یک به یک

نزولی و یک 
به یک 

f(x)=log(4-x)
X-1

2 4-x>0
2

x-1>0
x-1    1

خصوصیت 
لگاریتم 

4-x=0
2

x-1=0
x   2

-2 1 2
2

x-1

0 0

0

-- + +

+ +- -
D =(1,2)

f

x=2  x=-2
x=1

= x   2=

0<a<1

دو تابع معکوس ھم رفتارند :  ھر دو صعودیند یا نزولی 

1

1

y=x

x
y=e

y=logx
a

لگاریتم تنھا برای اعداد مثبت تعریف میشود ،لگاریتم صفر و اعداد منفی 
تعریف نشده است.  

f(x)=e
x

D  =Rf R  =(0,+    )f

تابع نما یی طبیعی 

=R
+

f(x)=logx
e

=ln x

D  =f (0,+    )=R
+

R  =f R

Lim
n

(1+     )1
n

n
=e
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توابع ھیپربولیک (ھذلولوی) 

عمود کنیم و فاصله آن دو نقطه را با محور جمعxاگر دونقطه را بر محور 
 انجام دھیم y بدست می آید و اگر ھمین کار را بر روی محور cos hxکنیم

 بدست می آید.  sin hxو فاصله بدست آمده را از ھم کم کنیم 

Cos hx= e
x
+e

-x

2 Sin hx= e
x
- e

-x

2

2
1

1

y=Sin hx
y=Cos hx

y= e
x

2 y= e
-x

2
X

Y

Tan hx= Sinhx
Coshx =

e
x
- e

-x

e
x
+e

-x =
e
2x
-1

e
2x

+1

D  =Rf R
f
=(-1,+ 1)

Cot hx=
Sinhx
Coshx

=
x -x

e
x

e
-x

2x

e
2x

1

e +e
=

e +1

--

D  =R-{0}f
R  =(-    ,-1)f U (1,+    )

1

-1

y=Cot hxy=Tan hx
1

-1

D  =RfR  =fD  =Rf R  =[1,+    )f

x+    >=21
x

w
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اتحادھای مھم توابع ھیپربولیک: 
1)Coshx-Sinhx=1

2 2

2)Sinh(x    y)=SinhxCoshy    CoshxSinhy+
-

+
-

3)Cosh(x  y)=CoshxCoshy   SinhxSinhy+
-

+
-

4)Tanh(x  y)=
Tanhx  Tanhy

1  tanhxTanhy
+
-

+
-

+
-

5)Sinh2x=2SinhxCoshx

6)Cosh2x=Coshx+Sinhx=2Sinhx+1=2Coshx-1
2 2 2 2

مشتق توابع ھیپربولیک: 

SinhU U CoshU

CoshU U SinhU

TanhU U (1-tanhU)

CothU -U (Cothu-1)

y y

2

2

U تابعی بر حسب X

N   W   Z   Q    R   C

اعداد مختلط: 

C=R
2

C  .مجموعه اعداد مختلط بصورت دوبعدی نمایش داده میشود
C=(x,y)=x+iy

مولفه حقیقی 

مولفه موھومی 

یکه موھومی 

=x

=y

=i

i= -1

i=
2

-1

i=
3

i=
4

1

-i R
2

={(x,y) I x,y   R}R
2

C _ R
2

~Z =(x ,y )1 1 1

Z =(x ,y )
2 2 2

z +z =(x +x ,y +y )
1 2 1 2 1 2 =(x +x )+i(y +y )1 2 1 2

z z =(x +iy )(x +iy )=x x +ix y +iy x +iy y =x x -y y +i(x y +y x )=
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 (x x -y y ,x y +y x )1 2 1 2 1 2 1 2

مولفه موھومی  مولفه حقیقی  

مزدوج عدد مختلظ                    مزدوج عدد مختلط: 
z=(x,y)=x+iy z=(x,y)=x-iy

Z =(3,2)

Z =(-1,5)
1

2

z +z =(2,7)=2+i71 2

2

z z =(3+2i)(-1,5i)=-3+15i-2i+10i=-13+13i=(-13,13)1 2

2

z
z

1

2
= z

z
1

2

z2

z2

z
z

1

2
= 3+2i
-1+5i

-1-5i
-1-5i

= 7
26 - 17

26
i = 7

26
( , - 17

26
)

در تقسیم دو عدد مختلط ھمیشه صورت و مخرج را در مزدوج 
مخرج ضرب میکنیم.  

1)
3i -i

2i-1
=

30 19

3i -i

2i-1

30 19

-1-2i

-1-2i
=

-3i  -6i  +i  +2i
30 31 19 20

-2i  -4i  +1+2i
2

i  =i * i=1*(-1)=-1
30 28 2

i  =i * i=1*(-i)=-i
31 28 3

i  =i * i=1*(-i)=-i
19 16 3

i  =1
20

=
-3(-1)-6(-i)+(-i)+2

-2i-4(-1)+1+2i
=

3+6i-i+2

-2i+4+1+2i
=

5+5i

5
= 1+i =(1 ,1)

قدر مطلق عدد مختلط: 

قدر مطلق عدد مختلط 
z=(x,y)=x+iy |z|= x+y

2 2

Z=2+3i |z|= 13

Bay
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مختصات قطبی: 

x

y

(x,y) مختصات دکارتی

مختصات قطبی (    ,   )

x=   Cos 

y=   Sin 

= x+y
2 2

Tan   =
y
x

=Arc Tan
y
x

 را بدست آورید؟ (1,1)مثال:مختصات قطبی 

= x+y
2 2

=

(      ,      )Tan   =
y
x =1 =45 = 4

2

2
4

شکل قطبی اعداد مختلف: 

Z=(x,y)=x+iy=   Cos +i Sin = (Cos   +i Sin   ) = cis

Bay
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0 30 45 60 90 180 270 360
6 4 3 2 2

3 2

sin

cos

tan

cot

0

1

0

2
1

2
1

2
3

2
3

3
3

3
33

3

2
2

2
2

1

1

1

0

0

0

-1

0

-1

0

0

0

1

0
تعریف 
نشده 

تعریف 
نشده 

تعریف 
نشده 

تعریف 
نشده 

تعریف 
نشده 

توجه داشت.   Zدر مورد تعیین    باید به مکان نقطه تذکر: 

Z=1+i
= Zشکل قطبی  x+y

2 2
= 2

Tan   =
y
x =1 =45 = 4

Z=      (cos      +i sin     )2 4 4

Z=-1-i
= Zشکل قطبی 

2 2
= 2x+y

(1,1)

(-1,-1) Tan   =
y
x =1 =225 = 4

5
Z=      (cos      +i sin     )2

4
5

4
5

1

1

-1

-1

Z =   (cos    +sin    )1 1 1

Z =   (cos    +sin    )2 2 2
Z  Z  =     (cos(   +   )+i sin(   +    ))1 2 1 2 1 2 1 2 Z  =   (cos n   +i sin n   )

nn

Arg(Z  Z  )=Arg(Z  )+Arg(Z  )1 2 1 2

Z =   (cos    +sin    )1 1 1

Z =   (cos    +sin    )2 2 2

  =     (cos(   -   )+i sin(   -    ))
Z 
Z 

1

2
1 2 1 2 1 2

Arg(      )=Arg(Z  )-Arg(Z  )
Z 
Z 

1

2
1 2

(cos   +i sin   )=cos n   +i sin n
n

فرمول موآور 

1
Z 

n =       (cos n   -i sin n   )n
1

=Arg Z
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ل 
مثا

Z =i+1
= x+y

2 2
= 2

Tan   =
y
x =1 =45 =

4

Z =      (cos      +i sin     )2 4 41
1

Z =     +i

1

= x+y
2 2

= 42 =2
32

Tan   =
y
x =

3

1 =
3

3
=30 = 6

Z =   (cos      +i sin     )2 2 6 6

Z  Z  =     (cos(   +   )+i sin(   +    ))1 2 1 2 1 2 1 2 Z  Z  =       (cos(   +   )+i sin(   +    ))1 2 22
4 6 4 6 Z  Z  =       (cos(     )+i sin(     ))1 2 22

12
5

12
5

  =     (cos(   -   )+i sin(   -    ))
Z 
Z 

1

2
1 2 1 2 1 2  =       (cos(   -   )+i sin(   -    ))

Z 
Z 

1

2

2

2 4 6 4 6
 =       (cos(     )+i sin(     ))

Z 
Z 

1

2 2

2
12 12

az +bz+c=02معادله                        را میتوان از فرمول زیر محاسبه کرد.  تذکر: 

Z=
-b     b -4ac

2
+-

2a

z -2iz-2=02 2i +- (2i) -4  1  (-2)
2

2
=

2i +- 4

2
=

2i +- 2

2

2i+2
2

2i
2
- 2

=

=

i+1

i-1
1)

z +(2i-3)z+5-i=0
2 -(2i-3)+- (2i-3)

2
-4(5-i)

2
=

3-2i+- -4+9-12i-20+4i

2
=

3-2i+- -15-8i

2
=

3-2i+- (1-4i)
2

2

=
3-2i+-

2

(1-4i)
4-6i

2 = 2-3i

2+2i
2 = 1+i

2)

 ام یک عدد مختلط: nریشه ھای

Z  =      (cos            +i sin            ),k=0,1,2,….,n-1k

n 2k  +
n

2k  +
n

Z=   1را بدست آورید.  1ریشه ھای سوم عدد مثال: 
3

Z =   1

1

Z=1  =0 y=0

z=1+yi z=1+0i
= x+y

2 2
= 1

Tan   =
y
x = =0 

=1

0
1 =0

z  =0

3
1 (cos        +i sin 0)0+0

3
=1

z  =1

3
1 (cos           +i sin           )

2 +0
3

2
3
+0

= - 1
2 +i

3
2

z  =2

3
1 (cos           +i sin           )

4 +0
3 3

=
4 +0 1

2 - i-
2
3 z=1+0i
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z=1+iریشه ھای چھارم عدد                       را بدست آورید.  مثال:  3

z=1+i 3
= x+y

2 2
=

Tan   =
y
x =

4=2

3
1 = 3

z  =0        (cos           +i sin           )
4

2

z  =1        (cos           +i sin           )
4

2

z  =2        (cos           +i sin           )
4

2

z  =3        (cos           +i sin           )
4

2

=
3

3 3

3 3

3 3

4 4

2 +

4 4

2 +

4 + 4 +

4 4

3
6 +

3
6 +

4 4

Bay
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Z =8  
3

Z =2  

z=2+yi z=2+0i
= x+y

2 2
=8

Tan   =
y
x = 0

1 =0 =0

z  =0

3
(cos        +i sin 0)0+0

3
=8 2

z  =1

3
8 (cos           +i sin           )

2 +0 2 +0
= - 1

2 +i
3
23 3

2 ( )

z  =2

3
8 (cos           +i sin           )

4 +0 4 +0
=3 3

- 1
2 - i

3
2

2 ( )

z -iz+2=0
i +-

2
=2) 2

(-i )-4(1)(2)
2

i +- -9

2

1)

z +2z+4=03)
2 -2+- 4-16

2
=

-2+- -12

2

Z =2+3i
x+y

2
=

Tan   =
y
x =

Z =      (cos             +i sin            )13
1

1

Z =1-i

1
2

=

2

13

3
2

[Arc tan      ] [Arc tan      ]3
2

3
2

x+y
2

=1
2

= 2

Tan   =
y
x =1 =

4
Z  =      (cos     +i sin      )2 2

4 4
4)

=
2

i +- -1 9
= i +- 3i

2
=

3i
2

i +

3i
2

i -

=

=

2i

-i

=
-2+- -1 3 4

2
=

-2+- 2i 3
2

=

-2+2i 3
2

=-1-i 3

-2 - 2i 3
2

=-1+i 3

Z  Z  =1 2 (2+3i) (1-i) =2-2i+3i-3i
2
= 2-2i+3i+3 = 5+i

Z  

Z  
1

2

=
(2+3i)

(1-i) i+1
i+1

=
2i+2+3i +3i

2

i+1-i -i
2 =

2i+2-3+3i
i+1+1-i

=
5i-1
2

Z  2

=-1+i

= -1-i

3

3
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توابع مختلط: 
دربحث مربوط به توابع حقیقی مشاھده میشود که نمودار ھر تابع را میتوان بصورت یک منحنی یا یک سطح نشان داد.در توابع مختلط چنین 

نمایشی مقدور نیست.  

تبدیل میکند.   U,V از صفحه D واقع در ناحیه W را به یک نقطه X,Yواقع در صفحه  D از ناحیه Z در واقع ھر نقطه  W=F(Z)تابع 

Z=x+iy W=u+iv

 صحبت میشود در آن صورت به تابع  Wبه داخل ناحیه ای در صفحه  Z در تبدیل ناحیه ای از صفحه W=F(Z)بدین جھت وقتی از تابع 
W=F(Z) یک نگاشت یا تبدیل میگویند .

به نگاشتی که زاویه را چه از نظر اندازه و چه از نظر جھت بدون تغییر منتقل کند ،نگاشت ھمدیس گویند.  

تذکر: 
در توابع مختلط،حد ،پیوستگی و مشتق مانند توابع حقیقی تعریف میشود.  

): 1تعریف
موجود باشد که این تابع در تمام نقاط این ھمسایگی دارای مشتق باشد.     Z تحلیلی مینامند ھرگاه یک ھمسایگی از  Z را در نقطه  W=F(Z)تابع 0 0

): 2تعریف

تحلیلی باشد.   Z را یک تابع تام نامند ھرگاه در کلیه نقاط صفحه W=F(Z)تابع 
z0

ناحیه ھمسایگی
 Rبا شعاع 

قضییه اول کشی ریمن: 

=f(z)=u+ivZ=x+iyf(z)  درنقطه                 دارای مشتق باشد آنگاه:                   ھرگاه تابع
u
x

+
v
y

=i 1
i

( u
y

+
v
x

i )

u
x

= v
y

Ux=Vy u
y

= v
x

Uy= -Vx-1) 2)

قضییه دوم کشی ریمن: 
ھرگاه     و     در تابع                در نقطه             در معادلات کشی ریمن صدق کرده و در یک ھمسایگی از         پیوسته و بامشتقات جزعی 

پیوسته باشد ،آنگاه         موجود و برابر است با: 

(معادلات کشی ریمن)  

uvf(z)=u+ivZ=x+iy(x,y)
f(z)

 پیوسته است ھرگاهa در نقطهfپیوستگی یک تابع:  گوئیم تابع 
Lim f(x)=f(a)مانند توابع جبری و سینوسی 

ax

 (a,b)پیوستگی تابع در 

   f تابع x    (a,b)  پیوسته است ھرگاه به ازای ھر(a,b) در بازه fگوئیم تابع
 پیوسته باشد.   xدر نقطه 

u
x

v
x

Ux+iVx+if(z)=

f(x)=z2مثال:مشتق تابع                را در صورت وجود بیابید؟ 

f(x)=z2=zz=(x+iy)(x+iy)=x -y +i(2xy)2 2

u v
Ux=2x
Vy=2x

Ux=Vy
Uy=-2y
Vx=2y

Uy=- Vx

چون تابع در معادلات کشی ریمن صدق کرده و تابع و مشتقات جزعی آن پیوسته میباشد پس تابع مشتق پذیر است.  

f(z) Ux+iVx= = 2x+i2y=2(x+iy)=2z
f(x)=zمثال:مشتق تابع                را در صورت وجود بیابید؟ 

Z=x-iy
u=x
v=-y

Ux=1
Vy=-1

Ux=Vy Uy=0
Vx=0

Uy=- Vx

چون تابع در معادلات کشی ریمن صدق نمیکند تابع مشتق پذیر نیست.  

|f(x)=|zمثال:مشتق تابع                را در صورت وجود بیابید؟ 
2

f(x)=|z|
2
=( x+y

2 2
)

2
=x +y 

2 2
x +y +0i
2 2

u v
Ux=2x
Vy=0

Ux=Vy 2x=0 x=0

Uy=2y
Vx=0 Uy=- Vx 2y=0 y=0 (0,0)تابع تنھا در          مشتق پذیر است.  

f(z) Ux+iVx= =2x+i0 x=0
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f(z)=(Re z) +i(Im z)مثال:مشتق تابع                                     را در صورت وجود بیابید؟ 
2 2

Re z =Real z=x

Im z =Image z=y
f(x)=x +iy

2 2

u v
Ux=2x
Vy=2y

Ux=Vy 2x=2y x=y

Uy=0
Vx=0

Uy=-Vx y=xتابع تنھا درخط          مشتق پذیر است.  

f(z) Ux+iVx == 2x+0=2x

Bay
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توابع ھمساز: 
صدق کند.   (Uxx+Uyy=0)را تابع ھمساز نامند ھرگاه دارای مشتقات جزعی مرتبه اول و دوم پیوسته بوده و در معادله لاپلاس  u(x,y)تابع پیوسته 

توابع ھمساز ھستند.   U,Vباشد آنگاه  Z تابع تحلیلی در نقطه f(Z)=U+iVھرگاه 

مزدوج ھمساز: 

V  را مزدوج ھمساز تابع ھمسازU  نامند .ھرگاهf(Z)=U+iV  تابع تحلیلی باشد.چنانچهU  در دست باشد آنگاه با توجه به معادلات کشی ریمن
  )  را مشخص کرد.   U(مزدوج ھمساز  Vمیتوان 

ع 
تاب

ی 
تگ

س
یو

پ f(x)=y=2x

1 2

(1,2)

1) f(a)=2a

a

2)  lim f(x)
x a

3)[lim f(x)=f(a)]
x a

 که در این بازهa پیوسته است چون در(1,2)تابع در بازه
است پیوسته است.  

U(x,y)

Ux

Uy

Uxx

Uxy

Uyx

Uyy

مشتقات جزعی 
مرحله اول 

مشتقات جزعی 
مرحله دوم 

مثال: 

u=x -yآیا تابع                  تابع ھمساز است ؟مزدوج ھمساز آن را درصورت ھمساز بودن بدست آورید.  
2 2

Ux=2x

Uxx=2

Uy=-2y

Uyy=-2

u=x -y
2 2

Uxy=0

Uyx=0

(1)

(2)
Uxx+Uyy=2+(-2)=0 با توجه به اینکه مشتقات جزعی مرحله اول و دوم پیوسته ھستند و در

معادله لاپلاس صدق میکند تابع ھمساز است. 

تعیین مزدوج ھمساز از طریق رابطه 
ومقایسه با رابطه دوم اول کشی ریمن

Ux=Vy

Ux=2x
انتگرال 

yنسبت به  V=2xy+h(x)
مشتق 

xنسبت به  Vx=2y+h(x)

Uy=-Vx Uy=-2y -2y=-2y+h(x) h(x)=0 h(x)=0
V=2xy

تعیین مزدوج ھمساز از طریق رابطه 
ومقایسه با رابطه اول دوم کشی ریمن

Uy=-Vx

=f(a)=2a

Uy=-2y انتگرال 
xنسبت به  V=2xy+h(x)

مشتق 
yنسبت به  Vy=2x+h(x)

Ux=2x 2x=2x+h(x) h(x)=0 h(x)=0
V=2xy

مثال: 

u=e cosyآیا تابع                  تابع ھمساز است ؟مزدوج ھمساز آن را درصورت ھمساز بودن بدست آورید.  
x

u=e cosy
x

Ux=

Uxx=

Uy=

Uyy=

Uxy=
(1)

(2)

e cosy
x

e cosy
x

-e siny
x

-e siny
x

-e cosy
x

Uyx= -e siny
x

Uxx+Uyy= e cosy
x

-e cosy
x

=0

با توجه به اینکه مشتقات جزعی مرحله اول و دوم پیوسته ھستند و در
معادله لاپلاس صدق میکند تابع ھمساز است. 

Ux=
x

e cosy انتگرال 
yنسبت به  V=e siny+h(x)

x مشتق 
xنسبت به 

U
x=

V
y Vx=e siny+h(x)

x

Uy=-Vx -e siny
x

= h(x)=0 h(x)=0
V=e siny

x

U
y=

-v
x Uy= -e siny

x انتگرال 
xنسبت به  V=e siny

x مشتق 
y +h(x) نسبت به Vy=e cosy

x

Uy=-Vx

+h(x)

Ux=Vy
x

e cosy +h(x)=e cosy
x

h(x)=0 h(x)=0
V=e siny

x

Uy=-Vx

Ux=Vy

Uy -Vx

-e siny
x

+h(x)

Uy -Vx
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مثال: 

u=x -y -2x+3y    تابع ھمساز است ؟مزدوج ھمساز آن را درصورت ھمساز بودن بدست آورید.             آیا تابع             
22

u=x -y -2x+3y
22

Ux=

Uxx=

Uy=

Uyy=

2x-2

2

-2y+3

-2

Uxx+Uyy=0 2+(-2)=0
با توجه به اینکه مشتقات جزعی مرحله اول و دوم پیوسته

ھستند و در معادله لاپلاس صدق میکند تابع ھمساز است. 

Uxy=0

Uyx=0

Ux=

U
x=

V
y

Uy=-Vx

2x-2
انتگرال 

yنسبت به  V=2xy-2y+h(x)
مشتق 

xنسبت به  Vx=2y+h(x)

-Uy=Vx 2y-3 =2y+h(x) h(x)=-3 h(x)=-3x
V=2xy-2y-3x

U
y=

-V
x Uy=-2y+3

انتگرال 
xنسبت به  V=2yx-3x+h(y)

مشتق 
yنسبت به  Vy=2x+h(x)

Ux=Vy 2x+h(y)

u=x -3xy
3 2

Ux= 3x -3y
2 2

Uxx= 6x

Uy=-6xy

Uyy=-6x

Uxy=-6y

Uyx=-6y

Uxx+Uyy=0 6x+(-6x)=0
با توجه به اینکه مشتقات جزعی مرحله اول و دوم پیوسته

ھستند و در معادله لاپلاس صدق میکند تابع ھمساز است. 

U
x=

V
y Ux= 3x -3y

2 2 انتگرال 
yنسبت به  V=3x y -y +h(x)

2 3 مشتق 
xنسبت به  Vx=6xy+h(x)

Uy=-Vx -Uy=Vx 6xy=6xy+h(x) h(x)=0 h(x)=0
V=3x y -y 

2 3

=2x-2

U
y=

-V
x Uy= -6xy انتگرال 

xنسبت به  V=3x y2
+h(y)

مشتق 
yنسبت به  Vy=3x+h(y)

Ux=Vy

h(y)=-2

Vx=2y-3

-Uy=Vx 2y-3

h(y)=-2y
V=2xy-2y-3x

-Uy=Vx 6xy

=3x+h(y)

2

3x -3y
2 2 2

h(y)= -3y
2

h(y)=-y3

V=3x y -y 
2 3

مثال: 

u=x -3xy    تابع ھمساز است ؟مزدوج ھمساز آن را درصورت ھمساز بودن بدست آورید.             آیا تابع             
3 2
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تابع ھمانی: 
  . U=x , V=yرا برھم منطبق بگیریم آنگاه داریم   Z , w=f(Z)=U+iVرا یک تابع ھمانی مینامند ھرگاه دوصفحه  f(Z)=Zتابع 

بدیھیست که این تابع تابع تام بوده و ھر شکل را بدون تغییر منتقل میکند ،ھمدیس بودن آن نیز بدیھی است یعنی ھر زاویه با این تبدیل بدون 
 تغییر منتقل میشود.

(1

 W=Z+b:تابع 
 تصور نمود (x,y)در صفحه مختلط با نقطه آعازی مبداء مختصات و نقطه انتھایی  را میتوان بصورت یک بردار Z=x+iyنظر به اینکه ھر عدد مختلط 

مجمع دو عدد مختلط را نیز میتوان از قاعده ای شبیه به جمع بردارھا بدست آورد.  

منتقل میکند.   bکه تابعی تام است ھر شکل را بدون تغییر به اندازه دلخواه  W=Z+bبنابراین 

z

b

W=Z+b

 توابع خطی:

اعداد مختلط ھستند به یک تابع خطی موسوم است و ھر تابع خطی تابعی تام است.   a,bکه در آن  W=az+bھرگاه تابع بصورت 

(2

(3

را بدست آورید؟  wتحت   y=xباشد تبدیل  w=iz+1+iاگر  مثال: 2W=iz+1+i=i(x+iy)+1+i=ix-y+1+i=1-y+i(x+1)

u v

u=1-y

v=x+1

y=x
2

u=1-x
2
=1-(v-1)=1-v -1+2v=2v-v

2 2 2

x=v-1

y

x

v

u

y=x
2 u=2v-v2

v=0 u=2v-v =0
2

v=2 u=0
v=3 u=-3
v=-3 u=-12

Bay
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 و سپس Arg a و دورانی به اندازه |a| به کمک یک تبدیل خطی نخست انبساط یا انقباضی به اندازهW=iZ+1+i در تبدیل W به Zبرای رسیدن از
 لازم است و چون انبساط و انقباض ،دوران و انتقال زاویه را عوض نمیکند .پس تبدیل خطی تبدیل ھمدیس است.  bانتقالی به اندازه 

w=iz+1+i

a=i i=0+1i

Tan   =
y
x = 1

0 =90
o

1

1

w=iz+1+i

b=1+i

b=(1,1)

 قضییه:

 تابعی ھمدیس است.  Z درw=f(z) آنگاهf (z)=0 تحلیلی بوده وZ در نقطه w=f(z)=u+ivھرگاه

4w=z) تابع
2

2 که مشتق آن برابر صفر است تابعی ھمدیس است.  z=0 در ھمه جا تحلیلی است و در ھر نقطه به جزء نقطه z =x –y +i2xy بصورت  w=zتابع 2 2

w=iz+1+i |a|= x+y
2 2

= 1 =1

z =(x+iy)(x+iy)=x -y +i2xy
2

w=z

2 2 2

U V

f(z)=z z =z2 z=0
z=1

u=x -y2 2 x -y =12 2

u=1

v=2xy
y= 1

x v=2x 1
x =2

 با این نگاشت بدون تغییر میماند یا بعبارت دیگر این نقاط را به خودشان بدل z=0,z=1نقاط
 از حل w=f(z)میکند ،بدین جھت این نقاط را نقاط ثابت میگویند.در حالت کلی نقاط ثابت 

 بدست می آید.  f(z)=zمعادله 

x -y =1دو ھذلولی متعامد(عمود برھم)                و            به دو خط راست         و         تبدیل میشود.  
2 2

y= 1
xu=1v=2

x -y =12 2 x -y =12 2

y= 1
x

y= 1
x

x

y v

u

u=1

v=2

2 بدست آورید.؟ w=zتبدیل ھر یک از منحنیھای زیر را تحت نگاشت مثال:

د)  ج)  ب)  الف)   y=-xx=3y=1+xy =x +1
2 2

u=x -y
2 2

v=2xy

معادلات مھم  
2

w=z

u=1-y

v=x+1
W=az+bمعادلات مھم  

w
w
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u=x -y
2 2

v=2xy

y=-x
u=x -(-x)

2
u=x -x2 2 2

u=0
الف)  

u=x -y
2 2

v=2xy
ب)  

x=3 u=9-y
2

y =9-u
2

y=  9-u

v=2  3  9-u v=6   9-u

u=x -y
2 2

v=2xy
ج)  

y=1+x
u=x -(1+x)

2 2

=x -(1+x +2x)=x-1-x -2x2 2 22 =-1-2x x=-1-u
2

v=2x(1+x)=2x+2x 2 =2( -1-u
2 )+2(-1-u

2 )=
2

-1-u+1+2u+u
2

2
-2-2u+1+2u+u

=
2

2
v=

2
u -1

2

2v=u -1
2

سھمی 

u=x -y
2 2

v=2xy
د)  

y =x +1
2 2

u=x -(x +1)
2 2

u=-1 تبدیل به خط خواھد شد 

=5w) تابع 1
z

 تحلیلی است و ھر زاویه به راس مبداء مختصات را ھم اندازه خود منتقل z=0این تابع در تمام نقاط بجزء 
 نقاط ثابت این تبدیل ھستند.  z=1,-1میکند ،ولی جھت آنرا تغییر میدھد.

w= 1
z

f(z)=z

1
z =z z =1

2 z=1
z=-1

y

xo
B

u

v

o

B

a(x +y )+bx+cy+d=0 بدین صورت است. Zمعادله کلی یک خط راست یا یک دایره در صفحه
2 2

دایره

خط 

w= 1
z z= 1

w =u+iv
1

u-iv
u-iv

مزدوج مخرج 

=
u-iv
u +v

2 2

u-iv
u +v

2 2

u
u +v

2 2x=

-v
u +v

2 2y=

a(x +y )+bx+cy+d=0
2 2

u

(u +v )
2 2

v
a +  +

bu
u +v

2 2 - cv
u +v

2 2+d=0

Or

a+bu-cv+d(u +v )=0
2 2

=wبا این تبدیل 1
z  .خواھیم داشت

 ھر دایره غیر مار بر مبداء مختصات را به یک دایره غیر مار بر مبداء مختصات تبدیل میکند.   b=0 , a=0الف) به ازای

) به ازای  ھر دایره مار بر مبداء مختصات را به یک خط راست غیر مار بر مبداء مختصات تبدیل میکند.   d=0 , a=0ب

) به ازای  ھر خط راست غیر مار بر مبداء مختصات را به یک دایره مار بر مبداء مختصات تبدیل میکند.   d=0 , a=0ج

) به ازای  ھر خط راست مار بر مبداء مختصات را به یک خط راست مار بر مبداء مختصات تبدیل میکند.   d=0 , a=0د

غیر مار برمبداء=از مبداء 
مختصات نمیگذرد.  

 به دوایر متعامد تبدیل میشوند. y=1,x=1با این تبدیل خطوط متعامد 

u
u +v

2 2x=

-v
u +v

2 2y=
z= 1

w

u
u +v

2 21=

2 2

2
(u +v )

2 2 2

x=1
v +u -u=0

2 2
v +u -u+    -     =0

2 2 1
4

1
4

(u-    )+v =1
2

2 2 1
4

-v
u +v

2 21= v +u +v=0
2 2

v +u +v+    -     =0
2 2 1

4 4
1 (v+    )+u =

2 21
2

1
4

Bay
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(x-a) +(y-b) =R
2 2

 R و شعاع (a,b)معادله دایره به مرکز

u
u +v

2 2x=

-v
u +v

2 2y=

x
x +y

2 2u=

-y
x +y

2 2v=

=wمعادلات مھم   1
z

2

w
w

w
.fr
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y.
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 مثال:

=w تحت نگاشت           به چه منحنی تبدیل میشود؟x +y =1دایره 1
z

x
x +y

2 2u=

-y

x +y
2 2v=

x

x +y
2 2u =

y

x +y
2 2

v = 2

2

2

2

2

2

+ u +v =
2 2 x +y

22

x +y
2 2 2 =

x +y
2 2

1

2 2

x +y =1
22 = 1

1 =1 u +v =1
2 2

1)

u
2 2x=

-v

u +v
2 2y=

2) v +u

u
2

x =
v +u

2 2
2

2

v

u +v
2 2

y = 2
2

2

+ x +y =
2 2 u +v

u +v
2 2

2

2 2

=
1

u +v
2 2

x +y =1
22 u +v =1

2 2

(x-a) +(y-b) =R
2 2

(u-0) +(v-0) =1
2 2

v

u

1

-1

 1 و شعاع (0,0)دایره ای به مرکز

2 2

 مثال:

=w تحت نگاشت          به چه منحنی تبدیل میشود؟Z+1|=1|منحنی 1
z

|z+1|=1 |x+iy+1|=1 |x+1+iy|=1 (x+1)+y
2 2

=1 (x+1)+y
2 2

=1 y

x

  1 و شعاع  (1,0-)دایره ای به مرکز
(x+1)+y

2 2
=1 x +2x+1+y =1

2
x +y =-2x
2 2

(x-(-1))+(y-0)=1
2 2 2

x
x +y

2 2

-y

x +y
2 2

u=

v=

x +y =-2x
2 2

u=
x

-2x u= 2
1-

 مثال:

=w تحت نگاشت          به چه منحنی تبدیل میشود؟y=x-1منحنی 1
z

y=x-1 u +v
2 2y=
-v

u +v
2 2

-v
u

2x=
v +u

2

=
u

2
v +u

2 -1
u+v

u +v
2 2 =1 u +v

2 2
=u+v u -u+v -v=0

2 2
(u -u+    -    )+(v -v+    -    )1

4
1
4

1
4

1
4

2 2

(u-u+    )      +(v -v+    )      =0

=0

1
4

1
4

1
4

1
4- -2 2 (u-    )+(v-    )= 1

2
1
2

1
2

2 2

v

u
a

1(     ,     ) و شعاع   دایره ای به مرکز               
2

1
22

2

a= (    )+(    )1
2

1
2

22
=

2
2

خط مار بر مبداء را به دایره مار بر مبداء میبرد 

=6W) تبدیل دو خطی یا تبدیل خطی کسری موبیوس: cz+d
az+b

(خطی کسری یا موبیوس)  مرسوم است.  ad-bc=0ھر نگاشت بصورت                که در آن =w به تبدیل دوخطی cz+d
az+b

=zاین تبدیل در ھمه نقاط به جزء          ھمدیس است.   -d
c

 را به Z از صفحه   Z  ,Z  ,Zاین تبدیل دارای خاصیت جالبی است و آن خاصیت این است که تنھا یک چنین تبدیلی موجود است که سه نقطه 
 می نگارد و این تبدیل را میتوان از روی تساوی زیر بدست آورد.  W از صفحه   W  ,W  ,Wترتیب بر روی سه نقطه 

1 2 3

1 2 3

w-w1

w-w3

w -w3

w -w12

2
=

z-z1

z-z3

z  -z32

z  -z12

معادلات مھم موبیوس  

-1- را به ترتیب بر روی نقاط                                     می نگارد.  1,0,1-بعنوان نمونه تبدیل موبیوس روبرو نقاط i
3

,3
4

-,-3+i
5

w= z-4
iz+3

z=1 w=

w=

w=

z=0

z=-1

-1- i
3

3
4

-

-3+i
5
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 مثال:

1 را برروی                بنگارد. 2,1,0تبدیل موبیوسی بنویسید که سه نقطه
2 1,1

3
,w-w1

w-w3

w -w3

w -w12

2
=

z-z1

3

z  -z32

12z-z z  -z

z  =0

z  =1

z  =2

1

2

3

w  =1
w  = 
w  =

1

2

3

1
2
1
3

w-1

w-1
3

-1
2

1
3

1
2

-1
=

z-0
z-2 1-0

1-2 w-1

w-1
3

-1
3 =

z-0
z-2

-1 w-1
3w-1

3

=
z

z-2
1
3

w-1
3w-1

=
z

z-2

wz-2w-z+2=3wz-z w(z-2-3z)=-2 w=
-2-2z

-2
w=1+z

1

w=sinنگاشت z (7

w=sin z=sin(x+iy)=sin x cos iy+cos x sin iy =sin xcos hy+icos x sin hy

u v

w=sin z=5 مثال Z=2k   
2

+ +i ln(5+2     )6

x y

Bay
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 انتگرال گیری از توابع مختلط:

 انتگرال روی خط در صفحه مختلط:

O

B:z=1+i1

1

 انتگرال بگیرید؟OAB  ب)در طولOB  الف)در طول   w=zاز تابع مثال:

OB: y=x (الف
پارامتریک کردن تابع

y=x=t

2

z=x+iy z=t+it dz=(1+i)dt
دیفرانسیل 

z =(x+iy)(x+iy)=(t+it)(t+it)=t +it +it -t=2it
2 2 2 2

 z dz
21

0
=

1

0

2it (1+i)dt
2

= 
1

0
2i(1+i) t dt

2

= 2i(1+i) t
3

3 1

0
= 2i(1+i)

3
1 -0=

3
2 i(i+1)  چه عددی بگذاریمt راانطور بدست میاوریم که بجای 0،1

 شود. 1یا O,B 0تا 

O
0

0
B

1

1
t=0 t=1

OAB: OA+AB (ب

A

OA:

y

x

y=0

x=t
0<t<1 AB:

y=t

x=1
0<t<1

OB

 t dt
2

OA

1

0
= 

1

0


OA

z dz
21

0
+ 
AB

z dz
21

 z dz
21

0OAB

=
0

z dz

z=x+iy=t+(0)=t

dz=dt
z =t

2 2
z=1+it

z =1+2it-t
2 2

dz=i.dt

2
= t

3

3 1

0
= 1

3 
AB

1

0

2
z dz = 

AB

1

0
(1+2it-t )idt

2
=

1

0
(i-2t-it )dt

2
=

1

0
(it-t -    )

2 it
2

3
= (i-1-    )

3
i -0 =

3
2i -1


OAB

1

0
= 

OA

1

0
+ 

AB

1

0
=

1
3 + 3

2i -1=
2
3

- + 3
2i = 3

2(i-1)
=

3
2 i(i+1) = 

OB

1

1

(دایره به شعاع مثال: )و در جھت مثلثاتی انتگرال بگیرید؟ 1از تابع          در طول دایره یکه z
1w=

1
x +y =1

2 2 x=cost

y=sint
0<t<2 z=x+iy=cos t+isin t=e

it
cos t+isin t=e=z

it

فرمول اویلر 

|z|=1 x +y =1
2 2 فرمول دایره یکه 

y=e      y=u e
u u

dz=ie .dt
it


|z|=1

2

0

1
z dz=


0


e
ieit

it dt = i
2

0
2
dt = it

0

2
= 2 i

(دایره به شعاع مثال: )و در جھت مثلثاتی انتگرال بگیرید؟ 1از تابع          در طول دایره یکه
z
1w= 2


|z|=1

2
0

1
z

dz=2 
2
0

ieit

eit( )
2 


0

2 ieit

e2it
dt= = 


0

2

i e-it dt =i 1
-i

e-it

0

2
=-e-it

0

2
= -e-2 i

+e0 =-1+1=0

-(cos(-2   )+i sin(-2    )) 
-(1+i(0))=-1

ekx
dx = k

1 e
kx

+c

cos t-isin t=e=z
-it

e
it
=cos(-t)+isin(-t)=cos t-isin t=x-iy=z


|z|=1

2
0 (z-z )

dz
0

n

n=10

n=12 i

 قضییه
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(دایره به شعاع مثال: )و در جھت مثلثاتی انتگرال بگیرید؟ 1از تابع          در طول دایره یکه
z
1w=


|z|=1

2

0

1
z dz=


0


e-it dt
2

x +y =1
2 2 x=cost

y=sint
0<t<2 cos t-isin t=e=z

-it
dz=-ie .dt

-it

-ie-it

=
0

2
-idt = -i

2
0

dt= -it
0

2
=-2    i

(دایره به شعاع مثال: )و در جھت مثلثاتی انتگرال بگیرید؟ 1از تابع          در طول دایره یکه
z

1w= 2


|z|=1

2

0

1
z


2 dz=0

2

e-it
dt-ie-it

( )
2

=0
2

e-it
-i dt =0

2
-ieit dt = -i

i
1 eit

0

2
=-eit

0

2
=

-(cos(2   )+i sin(2    )) 
-(1+i(0))=-1

-e2 i
-e

0
=

+(cos(0)+i sin(0))

(1+i(0))=1

-1+1=0

0

 قضییه:
 واقعc پیوسته باشد آنگاه به ازای ھر مسیر بسته f (z) تحلیلی وD برناحیه کراندار(تابعی که بین دو عدد باشد)،ھمبند سادهf(z)ھرگاه

 در جھت مثلثاتی است.  c ،                   در آن انتگرال گیری بر روی منحنی بسته Dبر 
c

f(z)dz=0
 Dناحیه 

 را فرض کنیم بتوان با منحنیھای شکسته بھم وصل نمود.  Dھمبند :اگر دونقطه در ناحیه

 دایره ای است به معادلهCرا حساب کنید  مثال:



z -2z

z+1
3 2

|z-1-2i|=2

z -2z
3 2

=0
z=0
z=2

در این نقاط تحلیلی نیست 

|z-1-2i|=2 |x+iy-1-2i|=2 |(x-1)+i(y-2)|=2 (x-1)+(y-2)=2
2 2

(x-1)+(y-2)=4
2 2

x=1
y=2
R=2

y

x
0 1 2

Bay
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 قضییه:(فرمول انتگرال کشی)

0 باشد آنگاه داریم C نقطه ای در درون    Z وD یک منحنی بسته واقع درC تحلیلی وDبر ناحیه ھمبند ساده f(z)فرض کنید

 f(z)
z-z0

dz=2  i.f(z  ) 0

 مثال:


c

z
dz

c

 استi   2روی ھر مسیر بسته ساده که شامل مبداء باشد برابر

z-z
dz

c 0
=2   i  1=2   i

f(z)=1
z =00

f(z )=10 f(x)=2 f(0)=2 f(10)=2
 

Z|=2  z| عبارت است از دایرهCانتگرال              را محاسبه کنید مثال:
e

c

z

dz

f(z)=e
z =00

z
f(z )=10

z
e

c

z

dz =2   i  1=2   i 

=f(z)از تابع                    بر روی دایره یکه انتگرال بگیرید.   مثال:
z(z -2)
z+2
2

2


|Z|=1

z(z -2)
z+2
2

2

ھر دایره ای میتواند باشد.  

dz =
(z -2)
z+2
2

2

z =2  idz 
(0 -2)
0+2
2

2 =-2  i

w
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0 باشد آنگاه داریم C نقطه ای در درون    Z وD یک منحنی بسته واقع در C تحلیلی وDبر ناحیه ھمبند ساده f(z)فرض کنید  قضییه جامع:

 f(z)

(z-z )
dzn+1

0

=
2 i

C

n!
.f

(n)
(z )0

f
(n)

=  nمشتق مرتبه 

n=1

 f(z)

(z-z )
dz2

0

= 2 i

C

.f (z )0

 f(z)
(z-z )

dz
0

= 2 i

C

.f (z )0

n=0

.الف) مثال: C=|Z|=2   ب)     =|C=|Zانتگرال                را محاسبه کنید 1
2

z -z

3z+1
3

c
2

(الف 
1-1

Z=0

Z= 1
2

 داخل دایره میرسیم میتوانیم از طریق فرمول مسئله را حل کنیم Zچون به یک ریشه 

z -z

3z+1
3

c
2

z -z
3 2

=z (z-1)
2 z=1

z=0

=
3z+1

z (z-1)
2

c

dz

dz dz = 
c

3z+1
z-1

z2 dz

3z+1
z-1f(z)=

z =00
n=1

= 2 i
(z-1)

3(z-1)-(3z+1)
2

z=0

= -8 i

1 2-2 -1

(ب 
|Z|=2 چون ھر دو ریشه داخل دایره است باید تابع تجزیه شود.  

3z+1

z (z-1)
2

= A
z + B

z2+
C

(z-1)
=

Az (z-1)+B (z-1)+C z2

z (z-1)
2

=
Az2

-Az+ Bz - B+C z2

z (z-1)
2

=
z2(A+C)+ z (B-A) - B

z (z-1)
2

3z+1
A+C=0

B-A=3

B=-1

A=-4

C=4 3z+1

z (z-1)
2

= -4
z

-1
z2+

4
(z-1)

+


|z|=2

-4
z

dz + -1
z

dz +2
4

z-1
dz

|z|=2


|z|=2

= 2 i(-4)+ 2 i (0) + 2 i (4)=0

. مثال: انتگرال                  را محاسبه کنید
z

Cos z
3

|Z|=1

dz

z

Cos z
3 dz

f(z)=Cos z

n=2 Z  =00

f  (z)=-Sin z

f  (z)=-Cos z

= 2 i
2!

f  (0)= - i
|Z|=1

 f(z)dz =  i2 .Res f(z)
Z =Z0

 Res f(z)
Z =Z0

C-1= = 1
z

 ضریب

z

Cos z
3 dz

z

Cos z
3 = 1

z
3 Cos z = 1

z
3 1- z

2

2! + z
4

4!
-….. = 1

z
3 - 1

2z +
4!
z -….. =  i2 -1

2
=  i-

 بسط مک لرن

Cos z = 1- z
2

2! +
4

4!
-…..z

Sin z= 0+z - z
3

3! +
5

5!
z -…..

C
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z dz
|Z|=1

2
e

z
1

z
2 1+

1
z + 1

2!z
2 + 1

3!z
3 +….. =z

2
+z +

1
2!

+
1

3! z+….. =  i2 1
6

= 3
 i

ex
=1+x+ x

2!

2

+ x
3!

3

+…..
1
zx=

 باشد.  Zمثالھایی که بیش از یک نقطه درون

قضییه مانده ھا: 
1 تحلیلی باشد آنگاه    Z  Z  …Z تحلیلی ودر درون آن به جزء در نقاطC بر مرز ساده و بسته f(z)ھرگاه 2 k

 f(z)dz =  i2  )(Re zsf
z=z  ,k=1,2,...nk

 Res f(z)
Z =Z

C-1

0

=
1

(m-1)!
= lim d

m-1

dz
m-1

(z-z ).f(z)0

z z0

C

m

d
m-1

dz
m-1

(z-z ).f(z)0

m

= (z-z ).f(z)0

m f(m-1)

توان مخرج 
  m-1مشتق بر پایه 


C

3z+1

z (z-1)
2 dz =

z (z-1)=0
2 Z=0

Z=1

2 i ( Res f(z)+ Res f(z))
Z=0
m=2

Z=1
m=1

 )(Re zsf

 (z-1)z
2

=  i2 ( Res 3z+1

z (z-1)
2 + Res 3z+1

z (z-1)
2 )

Z=0
m=2

Z=1
m=1

= 2
1

(2-1)!
lim (z-0)

2 3z+1

z (z-1)
2

z

i( +
1

(1-1)!
lim (z-1)

3z+1

z (z-1)
2

z 10

) = 2 (i
3(z-1)-1(3z+1)

 (z-1)
2

)

z=0

+
4
1 2 i= (-4+4)=0

C

z +1
z (z+1)


2

dz

|z|=2

|z|=2

2 i= ( Res f(z) + Res f(z)

z(z-1)=0 Z=0

Z=-1

)
Z=0 Z=-1
m=1 m=1

= 2 i ( lim (z-0)
z +1

z (z+1)

2

z 0

+ lim(z+1)
z +1

z (z+1)

2

z -1

)= 2 i (1-2) = 2 i-

2 میباشد.   2- و 1اگر فقط باقیمانده ھا را بخواھند فقط قسمت بعد از       را محاسبه میکنیم که ذر مثال بالا  i

راه حل میانبر  z +1
z (z+1)

2

|z|=2

z(z-1)=0
Z=0

Z=-1

Z=0

Z=-1

z +1
z (z+1)

2

z +1
z (z+1)

2

z +1
 (z+1)

2
 Zحذف 

از مخرج
Z=0

=1

Z=-1

  Z+1حذف 
از مخرج  z +1

z

2

=-2

= 2 i (1-2) = 2 i-
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z +1مانده تابع               را بدست آورید؟ 

z +4

2

2

z +4=0
2  (z-2i)(z+2i)=0 Z=2i

Z=-2i
Or z +4=0

2  Z=
-b(+-)

2a =
(+-) -16

2
Z=2i
Z=-2i

 Res f(z)
Z=2i Z=-2i
m=1 m=1

 Res f(z)+  Lim(z-2i)
z +1

z +4

2

2 Lim(z+2i)
z +1

z +4

2

2+
z 2i z -2i

= Lim(z-2i)
(z-2i)(z+2i)

z +1
2

z 2i

+ Lim(z+2i)
(z-2i)(z+2i)

z +1
2

z -2i

=-3
4i + -3

-4i
ضرب صورت
iو مخرج در  = -3i

-4 +-3i
4 = i( 3

4
- 3

4
)=0

Cos zمانده تابع               را بدست آورید؟ 

z(z-  ) 
|z|=4

2

ریشه ھای مخرج

Z=0
Z=

ریشه ھای مخرج 

2 i ( Res f(z)
Z=0
m=1

Z=
m=2

 Res f(z))+ =


( Res 2 i
Cos z

z(z-  ) 2

Cos z

z(z-  ) 2
 Res + )

Z=0
m=1

Z=
m=2


2 i= (  

z 0

lim
Cos z

z(z-  ) 2
(z-0) + lim (z-   ) 2 Cos z

z(z-  ) 2

z 
)

=
1

 2 +lim
(-sin z)z-cosz

z
2

z 
=2 i( ) 2 i (

1

 2

1

 2+ ) = 4i


|z|=4  x +y
2 2

=4 x +y
2 2

=4
2

4
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Sinx=x- x
3

3!

5

5!
x+

5

5!
x- +…... (-1)

n
2n+1

(2n+1)!
x

Cosx=1- x
2

2!

4

4!
x+

6

6!
x- +…...

n=0

n=0

2n

(2n)!
x(-1)

n

Tanx=x+ x
3

3

5
x

7

7
x +…...+ 5 +

n=0

2n+1

(2n+1)!
x

e =1+x
x x

2

2+ x
3

3+ x
4

4+ +…...
n=0

x
(n)!

n

e =1-x
-x x

2

2+ x
3

3
x

4

4- + -…...
n=0

(-1)
n x

(n)!

n

(e ) =1+xx 2 x
4

2+
6

3
x

8

4 +…...x+ +
2

n=0

x
(n)!

2n

1
1-x =1+x+ x +x +…….2 31

1-qS=
n=0

x
n

1
1+x =1-x+ x -x +…….2 3

n=0

(-1)
n

x
n

1
1+x

=1-x+ x -x +…….2

2 4 6

n=0

(-1)
n

x
2n

انتگرال

انتگرال

انتگرال

n=0
n+1
x
n+1

= Ln (1-x)

n=0
(-1)

n

n+1
x
n+1

= Ln (1+x)

n=0
(-1)

n

2n+1
x

2n+1

Ln (1+x )
2

= =

(arc tan x)`

(arc tan x)

 فرمولھای انتگرال گیری

n x
n+1

n+1
+c (n=-1)   

dx=Ln|x|+c

Sinxdx= - cosx+c

Cosxdx=sinx+c

(1+tanx)dx=tanx+c
2

x
e+c
x

dx

1-x
2

=Arcsinx+c

dx

1+x
2 =Arctanx+c

7)

8)

2
9) (1+cotx)dx=-cotx+c

(x  )`=nx
n n-1

(sinx)`=cosx

(cosx)`=-sinx

(tanx)`=1+tanx=
2

2

(cotx)`=-(1+cotx)= - 
2

2

(n  )`=n log a
x

e

x

(e  )`=e
x x

(log x)`= 1
xlog a

e

1

cosx

1

sinx

(log x)`=
e

1
x

(arc sin x)`=
2

(arc cos x)`=
2

(arc tan x)`= 2

(arc cot x)`= 2

(          )`=
n m

n n-m
n

m
x

x

فرمولھای مشتق گیری

1-x

1-x

1+x

1+x

1

-1

1

-1

edx=

x=
-x

x=
x2

x=
-x

x=
x2

xdx=

1
x
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