
1  را به عضو Aضابطه تابع یا قانونی است که ھر عضو از مجموعه 
 نظير ميکند. Bمنحصر بفردی از مجموعه 

a

b

c

1

2

3

A B

a

b

c

1

2

3

A B

a

b

c

1

A B

y

y y

تابع است  تابع نيست 

تابع است  f:A        B y=f(x)

A  fمجموعه آغازین تابع 

B  fمجموعه پایانی تابع 

f={(a,1),(b,2),(c,3)}

f={(a,1),(b,1),(c,1)}
f={(a,1),(a,2),(c,3)}

1) 2)

3)

1)

2)

3)

f:A        B D ={x|x   A ,y=f(x)}
f

 fدامنه 

f(x)=
1

x-1
D =R-{1}
f

f:R         R

f(x)= x-4x+3
2

x-4x+3    0
2

(x-3)(x-1)=0

1 3

0 0 +-+

D =(- ,1]U[3,+    )
f

x

f:R         R

f(x)= 
x+2

x-x
3

x+2

x-x
3

    0
x(x-1)(x+1)=0

x

x+2

x

x

x-1

x+1

-2 -1 0 1

0

0

0

0

x-x=0
3

+ + +

+

+

+

+

+ + +

-

- - -

- - - -

- -

+ - + - +

x+2=0
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D =(- ,-2]U(-1,0)U(1,+     )
f

f:R         R

f(x)= -x+2x-1
2

-x+2x-1=0
2

x-2x+1=0
2

(x-1)=0
2

1x

0 --
D =R-{1}
f

-x+2x-1    0
2

x-2x+1   0
2

 بدست yرا بر حسب  x  در صورت امکان fبرای بدست آوردن برد تابع 
 بدست می آوریم که دامنه این yمآوریم در این صورت رابطه ای برای 

 ميباشد. fرابطه برد تابع 

f(x)=y=
2x

1-x
x=

y

2+y
2+y=0 y=-2

R =R-{-2}
f

 وجود ندارد که xدر حقيقت ھيچ 
y- بشود 2 آن مساوی 

f:A        B R ={y|y   B ,x=f(y)}
f

 fبرد 
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f,g:A         B
f(x)=g(x) 1)   D=D

f g

2)    x   D :f(x)=g(x)
f

f(x)=1

g(x)=
x+1
2

x+1
2

D=R
f

D=R
g x+1

ھميشه مثبت است و 2
نامساوی صفر 

f(x)=
x-1
3

x-1
2

g(x)=1

x-1=0
2

(x-1)(x+1)=0 D=R-{1,-1}
f

D=R
g

f,g:A        B

(f+g)(x)=f(x)+g(x)

f,g:A        B

(f-g)(x)=f(x)-g(x)

f,g:A        B

(f.g)(x)=f(x).g(x)

f,g:A        B

(f/g)(x)=f(x)/g(x)

D     =D   D
f(f+g) g

U

D     =D   D
f(f+g) g

U

D     =D   D
f(f-g) g

U

D     =D   D
f(f/g) g

U

-{x| g(x)=0}

f(x)=
2x

x-1

g(x)=
x+2

x-3

(f+g)(x)=
2x

x-1

x+2

x-3
+

(f-g)(x)=
2x

x-1

x+2

x-3
-

(f.g)(x)=
2x

x-1

x+2

x-3

(f/g)(x)=
2x

(x-1)(x+2)

(x-3)

D=R-{1}
f

D=R-{3}
g

D
f

U
Dg=R-{1,3}

D       =
(f+g)

D       =
(f-g)

D       
(f-g)

=R-{1,3}

D       =
(f/g)

R-{1,3,-2}x+2

x-3
=0 x=-2

f:A        B

g:B        C

gof(x)=g(f(x))

D      =
(gof)

{x|x   D,f(x)   D }
f g

f:A        B

g:B        C

fog(x)=f(g(x))

D      =
(fog)

{x|x   D,g(x)   D }
g f

f(x)=

g(x)=5x-3

x fog(x)= x =f(g(x))= 5x-3

D=x   0
f

D=R
g

D=
fog

{x|x   R, g(x)   D }
f

5x-3   0 x   
3

5

D=
fog

{x|x   R, x         }3
5

gof(x)= 5   x -3

D=x   0
f

D=Rg

D=
gof

{x|x          , x   0 } x 00

ترکيب دو تابع 

f=fofof%.of یک عدد طبيعی باشد  nاگر 
n

f=f
1

f=fof
2

f(    )=1

1+x

f(2)=?
3 f(2)=(fofof)

3

2
fo(fof)

2

(fof)=f(f  )
2 2

1

3

3

4

(fofof)=
2

f(    )=
3

4

4

7

f(x)=

f:A         B

1)    x   D      -x   D
f f

f(-x)=f(x)2)

تابع زوج 

f:A         B

1)    x   D      -x   D
f f

f(-x)=-f(x)

تابع فرد 
2)

f(x)=x+5
2

D=R
f

f(-x)=(-x)+5
2

=x+5
2

f(-x)=f(x) تابع زوج

f(x)=x+x+x
5 3

D=R
f

f(-x)=(-x)+(-x)+(-x)
5 3

=-x-x-x
5 3

=-(x+x+x)=-f(x)
5 3

تابع فرد 

f(x)=x+x+5
2

D=R
f

f(-x)=(-x)+(-x)+5
2

=x-x+5
2 f(-x)    f(x)

f(-x)    -f(x)

=
=

تابع فرد 
یا زوج 

نيست 

f(x)=0فقط تابع             ميتواند ھم زوج و ھم فرد باشد 

 ھا تقارن دارد و اگر تابع yاگر تابعی زوج باشد نمودارش نسبت به محور 
فرد باشد نمودارش نسبت به مبداء مختصات تقارن دارد.  

if x1,x2   D

2

(0,2)

(-1,3)

(1,3)

(-2,6)

(2,6)

x

y

f(x)=x+x
3

(0,0)

(1,2)

(-1,-2)

(2,10)

(-2,-10)

x

y

f:R         R

f

f(x)=x+2

f(x1)=f(x2) x1=x2

 را حداکثر در f ھانمودار تابع xھر خط موازی محور 
یک نقطه قطع کند. 

تابع یک به یک 

تابع یک به یک است 

تابع یک به یک نيست 

x-1

x+1
f(x)= f(x1)=f(x2) x1-1

x1+1

x2-1

x2+1
= x1=x2

f(x)=-3x+5
2

f(x1)=f(x2)

تابع یک به یک 

x1=x2
2 2

x1=x2 یک به یک نيست

f:R         R

f(x)=-3x+5
2

-
f(x1)=f(x2) x1=x2

2 2

x1=x2 تابع یک به یک

f:A         B

R=B
f

تابع پوشا 

f:R         R
-{1}

2x+4

x-1
f(x)=

2x+4

x-1
y=

y+4

y-2
x= R=R-{2}

f

تابع پوشا نيست 
R=B
f

f:R         {1}

f(x)=
x+5
2

x+5
2

y=1 R={1}
f

R=B
f

تابع پوشا است 

2

3

تابع فرد است 

تابع زوج است 
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f,g:A         B

fog(x)=x g=f

 معکوس پذیر باشد fاگر تابع 
معکوس آن یکتاست 

D    =R
f f
-1 R    =D

f f
-1

-7x+6

2
f(x)=

-7x+6

2
y=

2y-6

-7
x= f   (x)=

-1 2x-6

-7

x-1

x+2
f(x)=

-2y-1

y-1
x=

-2x-1

x-1
f   (x)=
-1

 معکوس پذیر است و برای f یک به یک باشد آنگاه تابع fاگر تابع 
رسم نمودار تابع معکوس از نيمساز ربع اول و سوم استفاده ميکنيم. 

x

y
y=x

gof(x)=x -1

f:A         B

x1,x2   D
f

x1   x2 f(x1)    f(x2) تابع صعودی 

x

y

x1 x2

f(x1)

f(x2)

f(x)=x+x+5
3

x1   x2 x1   x2
3 3

x1+x1   x2+x2
3 3

x1+x1+5   x2+x2+5
3 3

تابع صعودی 

f(x)=x+x+5
2

x1   x2 x1   x2
2 2

تابع صعودی نيست 

f:A         B

x1,x2   D
f

x1<x2 f(x1)<f(x2) تابع اکيدا صعودی

x

y

x1 x2

f(x1)

f(x2)

f(x)=-5
f(x1)=-5

f(x2)=-5

f(x1)   f(x2)

f(x1) < f(x2)

تابع صعودی است 

تابع اکيدا صعودی نيست 

f:A         B

x1,x2   D
f

x1    x2 f(x1)    f(x2) تابع نزولی 

x

y

y

x

f:A         B

x1,x2   D
f

x1<x2 f(x1)>f(x2) تابع اکيدا نزولی 

f:R         R
+

f(x)=-x+3
2 x1<x2 x1<x2

2 2

-x1> -x2
2 2

-x1+3> -x2+3
2 2

تابع اکيدا نزولی 

f:R         R

f(x)=x+3
2

-1<0 f(-1)>f(0)
4 3

تابع صعودی نيست 

1<2 f(1)<f(2)
4 7

تابع نزولی نيست 

برای نقض کردن ميشود عدد گذاری کرد 

f(x)=c
D  =R

f
R  ={c}

f

تابع ثابت 
c

-c

f(x)=-c

f(x)=c

x

y

If n   N and  (a0.a1,a2,%.,an)     R

f(x)=anx+a       x+%...a1x+a1
n

n-1

n-1 D  =Rf

X   0

X<0

x

x
x =

x    0 x   x x+y = x + y

x    a -a   x   a
a    R

+

x    a
a    R

+

x   a  or x   -a

x.y =

-x

y

x
y =

x

y
y    0

x
2 = x

= x

x

y=  x-a

a=0
y=  x

x

y

y=  x-a

a>0 x

y

a

x

y

-a

y=  x+a

a    0

x

y

by= x +b

b    0

x

y

y= x -b

b    0

b

y= - x x

y

4

5

<

<

<

<

<
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x

(1,2)

y= x-1 +2

y= - x+2 +1

y=   x+2 

y= - x+2 

y= - x+2 +1

f(x)= x

D  =Rf
R  ={x|x    0}f

تابع قدر مطلق 

[x]   x<[x]+1

n   x<x+1[x]=n n    Z

0   x-[x]<1

[x+n]=[x]+n n    Zif

if

[x]+[-x]=
0 n    Zif

-1 n    Zif

[x+y]=
[x]+[y]

or

[x]+[y]+1

[1.5+2.25]=[3.75]=[1.5]+[2.25]=3

[1.5-0.5]=[1]=1  

 [1.5]+[-0.5]=0

f(x)= [x]

D  =Rf
R  =Z

f

تابع جزء صحيح 

-1<=x<0        [x]=-1        f(x)=-1

0<=x<1        [x]=0        f(x)=0

1<=x<2        [x]=1        f(x)=1

y

xx

y
y

x

y

x

y

3x-1

[x+3]-1
f(x)=

2 D  =?
f

[x+3]-1=0 [x]=-2 -2   x<-1

D  =R-[-2,-1)f
or (- ,-2)U[-1,+      )

a>0 , a   1

f(x)=a
x

D  =R
f

R  =(0,+    )
f

تابع نما یی 

y=a
x

a>1

1

صعودی و 
یک به یک 

1

نزولی و یک 
به یک 

0<a<1

y=a
x

f(x)=a
x

f(x)=logx
-1

a

D     =R
f

R      =D
f

-1
f

=(0,+     )=R
+

=R
+

f
-1 =R

تابع لگاریتمی 

1 1

f(x)=logx
a

a>1
صعودی و 
یک به یک 

نزولی و یک 
به یک 

f(x)=log(4-x)
X-1

2
4-x>0

2

x-1>0
x-1    1

خصوصيت 
لگاریتم 

4-x=0
2

x-1=0

x   2

-2 1 2

4-x
2

x-1

0 0

0

-- + +

+ +- -
D =(1,2)

f

x=2  x=-2
x=1

f(x)=sinx

D =R
f

R =[-1,1]
f

2

2
3

2

2
-

-

2
3-

2-

1

-1

Sin(-x)=-sinx

y=sinx Sin[- ,        ]
2 2

تابع فرد است 
تابع معکوس پذیر 
است(یک به یک) 

f  (x)=arcsinx=sin x
-1 -1

D     =[-1,1]
f

R     =
f

-1

-1

1

-1

2

2
-

-

2 2
- 1

-1
22

33-

22-f(x)=cosx

D =R
f

R =[-1,1]
f

cos(-x)=cosx تابع زوج است

f  (x)=arc cosx=cos x
-1 -1

D     =[-1,1]
f

R     =[0,     ]

-1

-1

y=cosx cos[  0   ,        ]
تابع معکوس پذیر 
است(یک به یک) 

f

1-1

2

6

7

= x   2==
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<
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=

[      ,       ]
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f(x)=tanx=
sinx
cosx

Cosx=0         x=k    +      ,k    Z
2

D =R-{k   +      |k   Z}
f 2

R =R
f

2
52

2
3

22
2

2
3

2
5 --

-

--

f  (x)=arc tanx=tan x
-1 -1

D    =R
f

R    =(- ,     )
f
-1

-1

2 2

2

2
-

f(x)=cotx=
cosx
sinx

Cosx=0         x=k    ,k    Z

D =R-{k    |k   Z}
f

R =R
f

22

2
3

2
3

22- -

-

2
f  (x)=arc cotx=cot x
-1 -1

D    =R
f
-1

R    =(    ,     )
f
-1 0

f(x)=arc cos(2x+1)-2

-1   2x+1   1 -1   x   0 D =[-1,0]
f

0   arc(2x+1) -2   arc(2x+1)-2     -2

-2   f(x)      -2 R =[-2,   -2]f

x

f(x)

0 0.25 0.5 0.75 0.90 0.99 0.999

1 1.5 2 2.5 2.8 2.98 2.998

x

f(x)

2 1.75 1.5 1.25 1.1 1.01 1.001

5 4.5 4 3.5 3.2 3.02 3.002

x 1

f(x) 3

x 1

f(x) 3

0 1 2

0 1 2

2x-x-1
x-1

2x-x-1
x-1

2

2

a a+a-
R>0

( a- ,a+   )=  aھمسایگی نقطه 

f(x)=

x a

lim
and R>0 0<|x-a|<           |f(x)- |<

limf(x)= 1
x a
limg(x)= 2

Lim(f+g)x=   1+    2

x a

x a

Lim(f-g)x=   1- 2
x a

Lim(f.g)x=   1.    2
x a

Lim(f/g)x=   1/    2
x a

2<>0

Lim Kf(x)=K   1
x a

K   R

Lim f(x)=   1
n n

x a
n   N

Lim   f(x)   
n

=
n

1
 یک عدد طبيعی زوج باشد حد فوق زمانی nاگر 

0=<1وجود دارد که  

Lim c=c   
x a

Lim anx+a(n-1)x+%..a1x+a0=anx+a(n-1)x+%.a1x+a0
n n-1 n n-1

x a

Lim sinx=sina  
x a

Lim cosx=cosa  
x a

Lim tanx=tana  
x a a   k   +      and k    Z

2

Lim cotx=cota  
x a a   k    and k    Z

Lim a= a  
x b

x b

Lim logx=logb  
a a

x b
b>0

Lim sin  x=sin a  
-1 -1

x a
a    [-1,1]

Lim cos  x=cos a  
-1 -1

x a
a    [-1,1]

Lim tan  x=tan a  
-1 -1

x a

Lim cot  x=cot a  
-1 -1

x a

8

9
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=
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Lim (x-4x+5)  

x -2

3

=-8+8+5=5

Lim (sinx+x+4x+7)  
2

x 0

=0+0+0+7=7

x-4x+6
x+10

2

Lim 

x -1

=
3

5

Lim (x+4x-7) (x-4x) 
2 3

=-10*3=-30

Lim (x+4x+3)  
2 3

x 0
=3=27

3

Lim   (4x+2x+7)  
2

=  13

x 1

Lim     -1+4x  
2

x 0
 حد وجود ندارد

Lim 2 =5

x 5

x  (a,a+t) f(x)  تعریف شده

>0 ,    >0 :a<x<a+            |f(x)- |<

 حد راست تابع

Lim  f(x)  = 

x a
+

a a+

x  (a-t,a) f(x)  تعریف شده

>0 ,    >0 :a- <x<a            |f(x)- |<

Lim  f(x)  = 

x a
-

a- a

 حد چپ تابع

Lim  f(x)=[x]

x 0

 دارای حد    است اگر و تنھا اگر حد راست و چپ x=a در نقطه f تابع 
 مساوی و برابر با      باشد. x=aآن در نقطه 

Lim  [x]=0

x 0
+

Lim  [x]=-1

x 0
-

 حد ندارد a=0تابع در نقطه 

Lim  f(x)=[-x]+x

x -2

Lim  f(x)=[-x]+x

x -2
+

-2<x<-1

1<-x<2
=1+(-2)=-1

Lim  f(x)=[-x]+x

x -2
-

-3<x<-2
2<-x<3

=2+(-2)=0

 حد ندارد a=-2تابع در نقطه 

f(x)= کران دار 

Lim  g(x)=0

x 0

Lim  f(x)g(x)=0

x 0

Lim  xsin     =0

x 0

1
x

sin
1
x
کران دار 

f(x)    g(x)    h(x)

Lim f(x)=lim h(x)=

x a x a

Lim g(x)=
x a

کران داری 

قضييه فشردگی 

Lim x [      ] 
1
x

x 0

x 0

[x]   x<[x]+1

[       ]        <[     ]+1

1
x

1
x

1
x

-1<[     ]1
x

1
x

1
x

x(     -1)<x[      ]    x1
x

1
x

1-x<x[     ]    1
1
x

x<>0

x>01
x

x 0
+

1 1

x(     -1)>x[      ]    x1
x

1
x

1
x

x       x[     ]<x(     -1)1
x

1
x

1
x

or
x<0

x 0
-

1 1

1    x[     ]<1-x1
x

Lim x [      ] =1
x

Lim x [      ] =1
x

1

1

x 0
+

x 0
-

Lim x [      ] =1

x 0

1
x

Lim f(x)=lim g(x)=0 

x a x a

Lim        =1
f(x)

g(x)

x a

f ~ g

 ھم ارزی

f(x)=sinx

g(x)=x

Lim sinx=0

x 0

Lim x=0

x 0 Lim        =1
sinx

x

Sinx ~ x

 x=0ھم ارزی مھم درکمان 

x 0

Sin(nx) ~ (nx)

Sinx ~ x
m m

tan(nx) ~ (nx)
m m

1-cosx ~ 
x
2

2

Sin  x ~ 
-1

x-
x
6

2

tan  x ~ x-
x
6

3-1

Lim 
sin7x

8x
=

7

8
x 0

Lim 
7x

8x
=

x 0

Lim 
tanx

3x

1

3
=

x 0

Lim 
Sin mx

nx
x 0

m

n
=

Lim 
1-cosx

5x
2

=Lim 

x
2

2

5x
2

1

10
=

x 0

Lim 
1-cos3x

2x
2

=Lim 

(3x)
2

2x
2

2

9

4
=

x 0

Lim (1-x)tan       x 
2

x 1

u=1-x      x=1-u

u 0

Lim u tan      (1-u)=lim u tan(     - u) 
2 2 2u 0 u 0

Lim u cot     u=lim            =lim             = 
2

tan      u

u

2

u

2
u

2

u 0

u 0 u 0

10

11

 sinxنمودار تابع کراندار بين دو خط افقی قرار ميگيرد مثل تابع 
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f(x)        +
f(x)=

1

x

x 0
+

f(x)        -

x 0
-

 ھم ارزیھا در بينھایت

Lim f(x)=

x aتابع ھذلولی 

Lim tan  x=

2

2
-

-1
2

x        +

Lim tan  x=
-1

2
-

x        -

y=x

Lim x=+
x        +

Lim x=-
x        -

Lim anx+a(n-1)x+%..a1x+a0=
n n-1

x

Lim (1+x+x)
2 4

=

x

Lim anx+a(n-1)x+%..a1x+a0=Lim anx
x

n n-1 n

x

Lim (x+4x+7)
3

x        -

=lim x
3

x        -

=-

Lim f(x)=      0

a or 

Lim g(x)=0

a x

Lim 
f(x)

g(x)
=

a x

حد عدد بر روی صفر 
 مساوی بينھایت است

Lim 
x-2x
2

x-1

x 1

=

Lim 
x+2x
2

X+1

x -1
+

x>-1     x+1>0
+

-
= -

= -

Lim f(x)=        

a or 

Lim g(x)=

x x a 

Lim 
f(x)

g(x)
= 0

x a 

حد عدد بر روی 
بينھایت مساوی 

 صفر است

Lim 
1

X+8+7
= 0

x -

 anx+a(n-1)x+%..a1x+a0
n n-1

 amx+a(m-1)x+%..a1x+a0
m m-1

=
an
bm

0

n>m

n=m

n<m

lim

x a

X-4x+6+7

X+2x-9

3 2

2
lim

x

=

X+x-9x+6
lim

11 10 4

2x+x+9x
19 4

= 0

x +-

1+7x+9x
2

6x+3x+9
2

lim =
9

3
=3

x

12

13

ax+bx  +%..+c
n n-1n

~

n

a |x+      |
b

na

+

x

x -

n

a

n

a

(x+      )
b

na

(x+      )
b

na
-

lim (   x+3x-4  -x+5)

x +

=lim (   1 (x+      )-x+5)                     
3

2*1
=lim (x+     -x+5)

3

2
=

13

2

lim
(   8x+x-9 )

2

3 3

4

x+1
4

=lim

3

8

3

1

(x+      )
0

3*8

(x+      )
0

4*1

-

-

x + x +

x - x -

=lim -2x
-x

=2

x -

اگر در محاسبه حدود به یکی از حالتھای زیر برخورد کنيم آن حالت را مبھم 
 ميگویند ،که باید آنھا را رفع ابھام کنيم.

(     ,      ,          ,           ,0*    ,0   ,1,...)0

0
- - +

0 رفع ابھام          :

0
ابتدا باید عامل صفر صورت و مخرج رااز بين ببریم در غير اینصورت از قضایای 

 مرتبط با حدود استفاده ميکنيم.

lim
x-1

x-1

2

3
=

0

0

x 1

=lim
(x-1)(x+1)

(x-1)(x+x+1)
2

x 1

=lim
x+1

x+x+1
2

x 1

=
2

3

lim sin7x

8x

0

0
= =lim

7x

8x
=

7

8

x 0 x 0

lim1-cos3x

2x
2

0

0
=

x 0

lim

(3x)
2

2

2x
2

= lim=
4x

2

9x
2

=
9

4

 رفع ابھام          :

ابتدا در صورت امکان آنرا به حالت       در می آوریم در غير اینصورت از 
 قضایای مرتبط با حدود  نامتناھی استفاده ميکنيم.

0
0

lim cot4x

cot7x

x 0 x 0

x 0

= =lim

1

tan4x

1

tan7x

lim tan7x

tan4x
= =lim

7x

4x
=lim

7

4
=

 در رفع ابھام باید به عدد یا بينھایت برسيم

=

=

x
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lim

 f(x)=[x]+[-x]+2
3x+5x+    4x-x+1

22

x+2+    x+3

x

=

+

= lim
3x+5x+      |x+        |4

-1

2*4

x+2+    x+3
x +

=

3x+5x+2(x-      )
1

8

x+2+    x+3
lim = lim

2

2
3x+7x-

1

4

x

x +
x +

=
3x

x

2
2

= 3xlim lim

x +

= +

 رفع ابھام          :

ابتدا در صورت امکان آنرا ساده ميکنيم در غير اینصورت از قضایای مرتبط با 
 حدود  نامتناھی استفاده ميکنيم.

-

lim (   x+3x- x )
33 2

x +

= - = lim (|x+      |-x)
3

3*1
x +

= lim (x+1-x)=1

x +

lim (              -            )=
1

4sin
x

2

2
1

sinx
2

x 0

- lim (                 -                          )=
1

2
4sin

x

2

1

(2sin       cos      )x

2

x

2

2

x 0

=

= lim (                           )

Cos      -1
2 x

2

4sin      cos
x

2

x

2

2 2
= lim(                           )

4sin      cos
2 2x

2

x

2

1-cos
x

2

2

-
= lim

(                           )lim

4sin      cos
2 2x

2

x

2

sin
x

2

2

= lim=
1

4cos
x

2

2
- =

1

4

-

x 0 x 0

x 0
x 0

*0 رفع ابھام          :

0 ابتدا در صورت امکان به حالتھای       یا          تبدیل ميکنيم

0

lim(2x-x-1)tan      x
2

2

x 1

=0* lim= (2x-x-1)
2 1

cot
2

x
x 1

lim=
(2x-x-1)

2

cot
2

x
x 1

u=x-1,x=u+1
x      1,u      0 lim=

[2(u+1)-(u+1)-1]
2

cot
2

(     u+     )
lim=

2u+4u+2-u-1-1
2

cot
2 2

u 0 u 0

lim=
2u+3u

2

-tan
2

u
lim=

u(2u+3)

- u
2

=
3

-
2

-
= - 6

u 0 u 0

 پيوسته است ھرگاه a در نقطه fپيوستگی یک تابع: گوئيم تابع 
Lim f(x)=f(a)مانند توابع جبری و سينوسی 

x a

 پيوستگی راست دارد ھرگاه a در نقطه fپيوستگی راست تابع: گوئيم تابع 

Lim f(x)=f(a)

x a+

 پيوستگی چپ دارد ھرگاه a در نقطه fپيوستگی چپ تابع: گوئيم تابع 

Lim f(x)=f(a)

x -a

 پيوسته است اگر و تنھا اگر پيوستگی راست و x=a در نقطه fتابع 
پيوستگی چپ داشته باشد 

f(x)=[x]
x=0Lim f(x)=lim[x]=0

u 0
+

u 0
+ پيوستگی راست دارد 

Lim f(x)=lim[x]=-1

u 0
-

u 0
-

=f(0)=0

=f(0) پيوستگی چپ ندارد 

 پيوسته نيست. x=0 در نقطه  fتابع 

x=-2Lim [x]+[-x]+2

x -2+

-2<x<-1
2>-x>1

=-2+1+2=1=f(-2)

f(-2)= [-2]+[2]+2=2

Lim [x]+[-x]+2

x -2
-

-3<x<-2
3>-x>2

=-3+2+2=1=f(-2)

پيوستگی راست ندارد 

پيوستگی چپ ندارد 

 پيوسته نيست. x=-2 در نقطه  fتابع 

 پيوسته باشند آنگاه مجموع،تفاضل ،و x=a در نقطه f,gاگر تابع 
 g(a)<>0 پيوسته اند ھمچنين اگر a در نقطه f,gضرب دو تابع 

 پيوسته است.  a در نقطه f/gباشد تابع 

 پيوسته g(a) در نقطه f پيوسته باشد و تابع a در نقطه gاگر تابع 
 پيوسته است. a در نقطه fogباشد در اینصورت ترکيب تابع 

 f(x)=sin(5x+4x-7)
x=a a    R

h(x)=sinx

g(x)=5x+4x-7

x=a

پيوسته است 

پيوسته است 

hog(x)=h(gx)=sin(gx)=sin(5x+4x-7)

2

2

2 پيوسته است 
x=a

 (a,b)پيوستگی تابع در 

  f تابع x    (a,b)  پيوسته است ھرگاه به ازای ھر(a,b) در بازه fگوئيم تابع 
 پيوسته باشد.  xدر نقطه 

 [a,b]پيوستگی تابع در 

 پيوسته است ھرگاه : [a,b] در بازه fگوئيم تابع 

 پيوسته باشد. f تابع (a,b)-در بازه 1
 پيوستگی راست داشته باشد. x=a-در نقطه 2
 پيوستگی چپ داشته باشد. x=b-در نقطه 3

 بررسی کنيد؟ [0,3] را در بازه fپيوستگی تابع 

f(x)=

Sinx-1     x<=0

x-1      0<x<=3

[2x-1]       x>3

f(t)=t-1

t   (0,3) Lim f(x)=lim(x-1)=t-1=f(t)
x t x t

lim f(x)

x 0
+

=lim(x-1)=-1=f(0) f(0)=sin0-1=-1

x
+
0

lim f(x)

x
-

3

=lim(x-1)=2=f(3) f(3)=3-1=2

 پيوستگی راست دارد x=0 در نقطه fتابع 

x 3
-

 پيوستگی چپ دارد x=3 در نقطه fتابع 

 پيوسته است. [0,3] در بازه fتابع 

 پيوسته باشد؟ x=-2 در نقطه f   را طوری بدست آورید که تابعa,bمقدار 

f(x)=

a+[x+2]     x>-2

x+[x]      x=-2

bx+2       x<-2

Lim f(x)=lim a+[x+2]

x
+

-2 x -2
+ -2<x<-1

Lim(a+[x]+2)=a+2-2=a=f(-2)

x -2
+

f(-2)=x+[x]=-2+[-2]=-4 a=-4

Lim f(x)=lim bx+2=-2b+2

x -2
-

-2b+2=-4 b=3x -2
-
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 تعریف مشتق یک تابع در یک نقطه:

 (a-t , a+t) در بازه f یک عدد حقيقی مثبت باشد و تابع tفرض کنيم که 
 مشتق پذیر است ھرگاه a در نقطه fتعریف شده باشد.گوئيم تابع 

 در نقطه fطبق حد زیر موجود و متناھی باشد.در اینصورت مشتق تابع 
a را با f `(a) .نمایش ميدھند 

f `(a)=lim 

f(x)=x

x-a
x a

3

f(x)-f(a)

x=-2
f`(-2)=lim

f(x)-f(-2)

x-(-2)
x -2

=lim
x+8

x+2

3

x -2

0

0
=

=lim
(x+2)(x-2x+4)

2

(x+2)

x -2

=lim x-2x+4
2

=12

x -2

 برابر است با x=a در نقطه y=f(x)ضریب زاویه خط مماس برمنحنی 
 a در نقطه fمشتق تابع 

 برابر است با عکس x=a در نقطه y=f(x)ضریب زاویه خط قائم برمنحنی 
f`(a)<>0 1 بشرط اینکه a در نقطه fمشتق تابع 

f`(a)
-

f`(a)

t t`

y=f(x)

خط عمود بر منحنی  x=aخط مماس بر منحنی در نقطه 
 x=aدر نقطه 

m=f`(a)=tan t

m`=       =tan t`
1

f`(a)
-

 ضریب زاویه خط مماس بر منحنی

 ضریب زاویه خط عمود بر منحنی

y=f(x)=x
3

x=-2

m=f`(-2)=12

m`=
-1

12

y=f(x)=f(-2)=-2=-8
3

y-y1=m(x-x1)
y+8=12(x+2)

y+8=     (x+2)-1

12

معادله خط مماس بر 
 x=aمنحنی در نقطه 

معادله خط قائم بر 
 x=aمنحنی در نقطه 

a

 :x=aتعریف مشتق راست یک تابع در نقطه 

 نمایش ميدھيم f`+(a) را با a در نقطه fمشتق راست تابع 

x-a
x a

f(x)-f(a)
f `(a)=lim 

+

 نمایش ميدھيم f`-(a) را با a در نقطه fمشتق چپ تابع 

x-a
x a

f(x)-f(a)
f `(a)=lim 

-

 مشتق پذیر است اگر و تنھا اگر مشتق چپ a در نقطه fتابع 
و راست آن موجود،متناھی و برابر باشد. 

y=f(x)=|x|

x=0
 را بررسی کنيد؟ x=0مشتق پذیری تابع در نقطه 

f`+(0)=lim
f(x)-f(0)

x-0
x 0+

=lim
|x|-0

x
=lim x

x

x +0 x 0
+

=1

f`-(0)=lim
f(x)-f(0)

x-0
=lim

|x|-0

x
=lim -x

xx
=-1

x 0- x 0- x 0-

 در نقطه صفر |y=|xتابع 
مشتق پذیر نيست 
ولی پيوسته است. 

   a مشتق پذیر باشد آنگاه در نقطعه a در نقطعه fاگر تابع 
پيوسته است ولی عکس این مطلب ھمواره برقرار نيست.  

 مشتق پذیر باشند در اینصورت: a در نقطعه f , gاگر تابع 

 مشتق پذیر است و برابر است با مجموع a- مجموع آنھا در نقطعه 1
مشتق ھا 

(f+g)`a=f `(a)+g`(a)

 مشتق پذیر است:  a- تفاضل آنھا در نقطعه 2

(f-g)`a=f `(a) - g`(a)

 مشتق پذیر است: a - حاصلضرب آنھا در نقطغه 3

(f.g)`a=f `(a)g(a) + g`(a)f(a)

 g(a)<>0 مشتق پذیر است بشرط آنکه a - تقسيم آنھا در نقطغه 4

(f/g)`a=
f `(a)g(a) - g`(a)f(a)

[g(a)]
2

 یک عدد حقيقی ثابت باشد آنگاه: k- اگر 5

(kf)`a=kf `(a)

فرمولھای مشتق گيری 

C`=0 یک عدد ثابت باشد. cاگر 

(x  )`=nx
n n-1

(sinx)`=cosx

(cosx)`=-sinx

(tanx)`=1+tanx=
2 1

cosx
2

(cotx)`=-(1+cotx)= -
2

1

sinx
2

(n  )`=n log a
x

e

x

(e  )`=e
x x

(log x)`=
a

1

xlog a
e

(log x)`=
e

1
x

(arc sin x)`=
1

1-x
2

(arc cos x)`=
-1

1-x
2

(arc tan x)`=
1

1+x
2

(arc cot x)`= -1

1+x
2

(          )`=
n

x
m

n
x

n-m

n

m

16
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(5)`=0

(x)`=3x
3 2

(x  )`=

3
2 3

2
x

3
2

-1
=

3
2

x

1
2

(5x )`=10x
2

(         )`=x 1

2 x
or (x  )`=

1
2 1

x

x

1
2

-1
=

1
2

x

-1
2 1

2 x
=

(            )`=x
3 2

x
3

3

2

(         )`=
1
6 (x  )`=

-6
x-6
-7

(x+x-1)`=
2

2x+1

(5x+4x+8x+9) `=15x+8x+8
3 2 2

[(x+x+7)sinx]`=(2x+1)sinx+cosx(x+x+7)
2 2

1-tanx

1+cotx
( )`=

(0-1-tanx)(1+cotx)-(0-1-cotx)(1-tanx)
2 2

(1+cotx)
2

=
-(1+tanx)(1+cotx)+(1+cotx)(1-tanx)

22

(1+cotx)
2

مشتق توابع زنجيره ای(توابع مرکب) 

 مشتق پذیر g(a)در نقطعه  f و تابع a در نقطعه gفرض کنيم که تابع 
مشتق پذیر است و  a در نقطعه fogباشد در اینصورت تابع مرکب 

مشتق آن بصورت زیر بدست می آید. 

(fog)`a=f `[g(a)].g `(a)

(u )`=nu`u
n n-1

(sin  u)`=nu`(sinu)cosu
n n-1

(cos  u)`=-nu`(cosu)sinu
n n-1

(tan u)`=nu`(tanu)  (1+tanu)
n n-1 2

(cot u)`=-nu`(cotu)  (1+cotu)
n-1n 2

(a  )`=u`a  ln a
u u

(e  )`=u`e
u u

(log u)`=
a

u`

u ln a

(ln u)`=
u`
u

(Arc sin u)`=
u`

1-u
2

(Arc cos u)`=
-u`

1-u
2

(Arc tan u)`=
u`

1+u
2

(Arc cot u)`=
-u`

1+u
2

u
m

n

( )`=
mu`

n

n
u
m-n

(x+2x+4)`=5(3x+2)(x+2x+4)
3 2 3 45

(cos4x)`=-4sin4x

(cos4x)`=

(cos4x)`=
2

-2*4cos4xsin4x

-1*4cos4xsin4x
0

=-4sin4x

[tan(3x+5x+7)]`=
2

2(6x+5)tan(3x+5x+7)(1+tan(3x+5x+7))
2 22

x+2x+3
4 2

( )`=(u    )`
2

1

=
2

1
u
2

-1

u` =
2

1
(x+2x+3) (4x+4x)
4 2 32

-1

[(3x-4x )]  `=
3 -7

-7(3x-4x )  (3-12x )
-8 2

x+   x+1
2

)`=(

2x+

x+   x+1
2

2

2 x+1

1

[sin    (x+4x-1) ]`=
2

3
2

2
2(2x+4)2

3

3

x+4x-1
2

sin    (x+4x-1)
3 2 2

cos    (x+4x-1)
3 22

(ln sinx)`=
5 5sinxcosx

sinx

4

5

(Arc cot   sinx)`=

-cosx

2 sinx

1+(  sinx)
2

تعریف دیفرانسيل یک تابع:  

 را با        نمایش y را با       و تغييرات x تغييرات g=f(x)اگردر تابع 
 خيلی کوچک باشد یا بعبارت دیگر          xدھيم ،در صورتيکه تغييرات 

 نمایش ميدھيم.  dxميل کند            را با 

xy

x 0x=dx

f `(x)=
df
dx

=
dy

dx
df=f `(x)dx

f(x)=cot(x+4x-7)+sinx+7cos5x
2 3

df=f `(x)dx=[(-(2x+4)(1+cot(x+4x-7))+3sinxcos-35sin5x]dx
2 2 2

f `(x)=lim
dy

dxx 0

مشتق توابع پارامتری: 

 باشد. t تابعی از x,y را یک تابع پارامتری ميناميم ھرگاه y=f(x)تابع 

y=f(t)

x=g(t)
y`=

dy

dx
=

f `(t)

g `(t)
 x نسبت به yمشتق 

y=t +4t +2t-8
5 3

x=sint+cost
2 3

 yمشتق 
 xنسبت به 

y`=
5t+12t+2

4 2

2sintcost-3costsint
2

18
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مشتقات جزعی تابع دو متغييره: 

 ،  z=f(x,y) تابعی از دو متغيير z دو متغيير مستقل و x,yبا فرض 

z`(x)=
 zمشتق 

 xنسبت به 

z
x

 =روند

y=c Y را عدد ثابت فرض ميکنيم 

z`(x)=
z
y

x=c x مشتق  را عدد ثابت فرض ميکنيمz 
 yنسبت به 

Z=f(x,y)=x+y-5
2 2 z

x
=2x

Z=f(x,y)=x+y-5
2 2 z

y
=2y

Z=f(x,y)=x+y+3xy-7xy+9
3 4 2 7 z

x
= 3x+6yx-7y

2 7

Z=f(x,y)=x+y+3xy-7xy+9
3 4 2 7 z

x
= 4y+3x-49xy

3 2 6

Z=f(x,y)=    sin(5x+4y+7)+x+y-7xy
2 2 2 2

z
x

z
y

=

=

u`
u2

u`
u2

=

=

2sin(5x+4y+7)cos(5x+4y+7)(10x)+2x-7y
2 2

2  sin(5x+4y+7)+x+y-7xy
2 2 2 2

2  sin(5x+4y+7)+x+y-7xy
2 2 2 2

2sin(5x+4y+7)cos(5x+4y+7)(4)+2y-7x
2 2

مشتق توابع ضمنی: 

باشد ھر معادله  x یک متغيير وابسته به yیک متغيير مستقل و xاگر 
F(x,y)=0 .را یک تابع ضمنی ميناميم 

y`=
dy

dx
= -

F `x

F `y

5x-3x=4y-y+y-1
4 4 3

F(x,y)=5x-3x-4y+y-y+1=0
4 4 3

y`=
-F`(x)

F`(y)
=

20x-3
3

-16y+3y-1
3 2

x+4xcosy+ysinx=1

3 2
x+4xcosy+ysinx-1=0

23

-F`(x)

F`(y)
y`= =-

3x+4cosy+ycosx
2 2

4x(-siny)+2ysinx

مشتق با مراتب باnتر:  

y=f(x)     y`=f `(x)       y``=(y`)`       y```=(y``)`      

y  =(y```)`
(4)

[y     ]`=
(n)

[ y        ]`
(n-1)

y=-6x+4x+7x-x+10
5 3 2

y`=-30x+12x+14x-1
4 2

y``=-120x+24x+14
3

y```=-360x+24
2

y    =-720x
(4)

y    =-720
(5)

y    =0
(6)

ام تابع زیر بدست آورید؟ nفرمولی برای مشتق 

y=
1

1+x

y`= -1

(1+x)
2

y``=
2(1+x)

(1+x)
4

y```=

=
2

(1+x)
3

-3(1+x)2
2

(1+x)
6

=
-2*3

(1+x)
4

y     =(4) 2*3*4(1+x)

(1+x)
8

3

=
2*3*4

(1+x)
5

y     =(n) (-1)*1*2*/.*n

(1+x)
n+1

n

y     =(n)
(-1)*n!

n

(1+x)
n+1

ماکزیمم نسبی: 

 دارای ماکزیمم نسبی است ھر گاه بازه X=C در نقطه fگوئيم تابع 
 Iدر بازه x موجود باشد بطوزیکه به ازای ھر c شامل نقطه Iبازی مانند 

داشته باشيم. 

c,x   I   f(x)    f(c)<

مينيمم نسبی: 

 دارای مينيمم نسبی است ھر گاه بازه بازی X=C در نقطه fگوئيم تابع 
 Iدر بازه x موجود باشد بطوزیکه به ازای ھر c شامل نقطه Iمانند 

داشته باشيم. 

c,x   I   f(x)    f(c)

<

اکسترمم نسبی:  

 دارای اکسترمم نسبی است ھر گاه در X=C در نقطه fگوئيم تابع 
ماکزیمم یا مينيمم نسبی داشته باشد.  c نقطه  

x

y

a
x1
(   ) (   )

x2
(   )

x3

(   )

x4
b

y=f(x)

 0مشتق=

x1,x3= =x2,x4 ماکزیمم نسبی  مينيمم نسبی

 ازسمت راست تعریف نشده است پس b از سمت چپ و نقطه aنقطه 
نميتواند ماکزیمم یا مينيمم نسبی داشته باشد.  
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 در x ماکزیمم مطلق دارد ھرگاه به ازای ھر X=C در نقطه fگوئيم تابع 
 داشته باشيم، fدامنه 

f(x)    f(c)<

ماکزیمم مطلق: 

 )C(بيشترین مقدار در نقطه 

 ماکزیمم مطلق است. bدر مثال قبل نقطه 

 در x مينيمم مطلق دارد ھرگاه به ازای ھر X=C در نقطه fگوئيم تابع 
 داشته باشيم، fدامنه 

مينيمم مطلق: 

f(x)    f(c)  )C(کمترین مقدار در نقطه 

<

 مينيمم مطلق است.  X2در مثال قبل نقطه 

نقطه بحرانی: 

در نقطه fميناميم ھرگاه مشتق تابع f را نقطه بحرانی تابع X=Cنقطه 
C موجود نباشد ویا در صورت وجود مشتق در نقطه C مشتق آن در 

 برابر صفر باشد. Cنقطه 

 اکسترمم نسبی داشته باشد در Cدر نقطه fقضييه:فرض کنيم که تابع 
 f `(C)=0 موجود باشد آنگاه  C در نقطه fاینصورت اگر مشتق تابع 

 نقاط بحرانی تابع زیر را بدست آورید؟

f(x)=x+7x-5x
3 2

f `(x)=3x+14x-5=0
2

x1=-5

x2= 1
3

 نقاط بحرانی

 اگر تابع اکسترمم نسبی داشته باشد در این نقاط است.

 نقاط بحرانی تابع زیر را بدست آورید؟

f(x)=x   (x-1)

2
3

f `(x)=     x   (x-1)+x=
2
3

-1
3

2
3 2(x-1)

3x

1
3

+x

3x

1
3

2
3

=
2(x-1)+3x

3x

1
3

=0
 مشتق تعریف نشده

x=0

2(x-1)+3x=0
 مشتق مساوی صفر

5x-2=0 x=
2
5

 قضييه:آزمون مشتق اول

 باشد. fنقطه بحرانی تابع  Cفرض کنيم که 

  if x  (a,c)       f `(x)>0
1)

  if x  (c,b)       f `(x)<0

 C در نقطه fتابع 
ماکزیمم نسبی دارد. 

  if x  (a,c)       f `(x)<0
2)

  if x  (c,b)       f `(x)>0

 C در نقطه fتابع 
مينيمم نسبی دارد. 

 را در صورت وجود بدست آورید؟ fمقادیر اکسترمم نسبی تابع 

f(x)=      x-3x+3
1
4

3

f `(x)=      x-3=03
4

2
x=4
2

x=2

x=-2

 نقاط بحرانی
f(2)=-1

f(-2)=7

X

f `(X)

-2 2

X= -2 ماکزیمم نسبی از مثبت به منفی 

X= 2 مينيمم نسبی از منفی به مثبت 

 مشتق پذیر باشد در اینصورت: (a,b) در بازه fفرض کنيم تابع 

&

&

&

&

  if x  (a,b)       f `(x)    0&1)

<

 صعودی است fتابع 
(a,b)

  if x  (a,b)       f `(x)  > 0&2)
(a,b)

  if x  (a,b)       f `(x)    0&3)
(a,b)

  if x  (a,b)       f `(x) < 0&4)
(a,b)

 اکيدا صعودی است fتابع 

<  نزولی است fتابع 

 اکيدا نزولی است fتابع 

 در چه بازه ھایی صعودی و در چه بازه ھایی fمثال:مشخص کنيد تابع 
نزوليست ؟ 

f(x)=x-9x+15x-5
3 2

f `(x)=3x-18x+15=0
2

3(x-6x+5)=0
2

x1=1

x2=5

f `(X)

1 5X

مينيمم 
نسبی 

ماکزیمم 
نسبی 

 در چه بازه ھایی صعودی و در چه بازه ھایی fمثال:مشخص کنيد تابع 
نزوليست و نقاط اکسترمم نسبی آنرا در صورت وجود بدست آورید؟ 

f(x)= x+2
x-3

f `(x)=
x-3-(x+2)

(x-3)
2 =

-5

(x-3)
2

f `(x) < 0  اکيدا نزولی است fتابع 

(x-3)=0 x=3
 مشتق تعریف X=3در نقطه 

نشده و بحرانی است  

f `(X)

3X

چون مشتق تغيير عpمت 
نميدھد اکسترمم نسبی ندارد 

 قضييه:آزمون مشتق دوم

 ،نقطه بحرانی داشته باشد،در اینصورت C در نقطه fفرض کنيم تابع 
 موجود باشد.   C در نقطه fاگر مشتق دوم تابع 

1)
 مينيمم C در نقطه fاگرتابع 

نسبی داشته باشد  
f ``(C) >0

 ماکزیمم C در نقطه fاگرتابع 
نسبی داشته باشد  

f ``(C) <02)
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 را در صورت fبا استفاده از آزمون مشتق دوم اکسترممھای نسبی تابع 
وجود بدست آورید؟ 

f(x)=x  e
2 -x

f `(x)=2xe +(-1)e  x
-x -x 2

=xe  (2-x)=
-x x(2-x)

ex

e  >0x

f `(x)=0     x(2-x)=0

x=0

x=2

 نقاط بحرانی

f ``(x)=
(2-2x)e -e x(2-x)

e2x

x x

=
e (2-2x-2x+x )
x 2

=
2-4x+x

2

e2x ex

f ``(0)=
2

e0
= 2

1
=2

f ``(2)=
2-8+4

e2
= -2

e2

> 0

< 0

 مينيمم نسبی دارد X=0درنقطه fتابع 

 ماکزیمم نسبی دارد X=2درنقطه fتابع 

(منحنی باnی خط مماس) :تعریف تقعر یک منحنی

 رو به باnست ھرگاه خط مماس بر (C,f(C))درنقطهfگوئيم تقعر منحنی 
 که I موجود باشد و ھمچنين در بازه ای مانند Cمنحنی در نقطه 

ميباشد،منحنی در این بازه باnی خط مماس قرار بگيرد.  Cشامل نقطه 

(منحنی پایين خط مماس) :تعریف تقعر یک منحنی

 رو به پایين است ھرگاه خط مماس Cدرنقطهfگوئيم تقعر منحنی تابع 
 که I موجود باشد و ھمچنين در بازه ای مانند Cبر منحنی در نقطه 

ميباشد،منحنی در این بازه پایين خط مماس قرار بگيرد.  Cشامل نقطه 

منحنی باnی 
منحنی پایين خط مماس 

خط مماس 

(   )(   )
C C

24

25

 موجود باشد x مشتق دوم I در بازه باز xقضييه:فرض کنيم به ازای ھر 
در اینصورت:  

     x  I1) &  f ``(x)>0  بسمت باnست Iتقعر منحنی در بازه 

2) &  f ``(x)<0     x  I  بسمت پایين است Iتقعر منحنی در بازه 

 در چه بازه ھایی تقعرش رو به باn و در چه بازه fمشخص کنيد که تابع 
ھایی تقعرش رو به پایين است؟ 

f(x)=x-6x+8x+10
4 2

f `(x)=4x-12x+8
3

f ``(x)=12x-12=0
2

x=1
2

x=1

x=-1

f ``(X)

-1 1X

 nبسمت پایين بسمت با nبسمت با

تعریف نقطه عطف:  
  f را نقطه عطف گویند ھرگاه نمودار f(X) روی نمودار تابع f(C) و Cنقطه 

 در عبور از fدر این نقطه خط مماس داشته باشد و مشتق دوم تابع 
 تغيير عpمت بدھد.  Cنقطه 

 نقطه عطف می باشند. 1,1-در مثال قبلی 

 نقطه عطف داشته باشد ،در C در نقطه fقضييه:  فرض کنيم که تابع 
 f ``(C)=0موجود باشد،آنگاه C در نقطه fاینصورت اگر مشتق دوم تابع 

 ھستند. f نقاط عطف تابع 1,1-در مثال قبلی 

مجانب ھا: 

- مجانب قائم: 1

=Lim f(x) گوئيم ھرگاه:  f(x) رامجانب قائم تابع  X=aخط 

x a

مثال: مجانب ھای قائم توابع زیر را در صورت وجود بدست آورید؟ 

f(x)=
x+1

x-3x+2

2

2

x-3x+2=0
2

(x-2)(x-1)=0

x=2

x=1

x+1

x-3x+2

2

2
lim

x 1

=

x+1

x-3x+2

2

2
lim

x 2

=

X=1 مجانب قائم است 

X=2 مجانب قائم است 

f(x)=
x-1

x-1
2

x-1=0
2

x=1
2

x=1

x=-1

lim
x-1

x-1
2 =

x-1
(x-1)(x+1)

= 1
x+1

= 1

2

x 1

lim
x-1

x-1
2

x -1

= 1

0
=

X=1 مجانب قائم نيست 

X=-1 مجانب قائم است 

-  مجانب افقی:  2

 گوئيم ھرگاه: f(x) رامجانب افقی تابع  y=bخط 
Lim f(x)=

x

b

+,-

مثال: مجانب ھای قائم و افقی تابع زیر را در صورت وجود بدست آورید؟ 

f(x)=

2

2
x+5x+1

4x-3

2
4x-3=0 x=

3

4

2
x=

x=

+ 3

2

3-
2

چون جزءریشه ھای 
صورت نيستند پس 

مجانبھای قائم ھستند  

lim=

2

2
x+5x+1

4x-3
x

=
1

4
1مجانب افقی 

4
y=

-  مجانب مایل:  3

=Lim f(x) گوئيم ھرگاه:  f(x) رامجانب مایل تابع  y=ax+bخط 

x +,-

a=lim x
f(x)

x

b=lim[f(x)-ax]

x

y=ax+b
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مثال: مجانب ھای تابع زیر را در صورت وجود بدست آورید؟ 

f(x)=

2
x+5x+6

x+2

x+2=0 x=-2 .مجانب قائم نيست چون جزء ریشه صورت است

lim=

2
x+5x+6

x+2

lim=

2
x+5x+6

x+2

x

x

= چون حد یک عدد ثابت نيست 
پس مجانب افقی ندارد 

lim=

lim=

f(x)
x

x

lim=

2
x+5x+6

x+2
x lim=

2
x+5x+6

2
x+2x

=1

x

f(x)-x =

2
x+5x+6

x+2
lim -x =lim 3x+6

x+2
=3

x

x x x

y=ax+b         y=x+3 مجانب مایل

قضييه ھوپيتال: 

lim f(x)=lim g(x)=0فرض کنيم که 
x a x a

  a در نقطه f,gاگر مشتق تابع 

 lim  مخالف صفر باشد آنگاهg`(a)موجود باشد و 
f(x)

g(x)
x a

=
f `(a)

g`(a)

در حالتھای مبھم         و          ميتوانيم از قاعده ھوپيتال استفاده 
 کنيم.

0
0

lim
x-sinx

x
3

x 0

=
0
0 ھوپيتال 

lim
1-cosx

3x
2

=
0
0 ھوپيتال 

lim
sinx
6x =

0
0 ھوپيتال 

lim
cosx

6
=

6
1

x 0

x 0 x 0

lim
Ln cos4x
Ln cos5x

=
0
0 ھوپيتال 

lim

-4sin4x
cos4x

-5sin5x
cos5x

=
4sin4xcos5x

5cos4xsin5x

=
0
0

x 0
+

x 0
+

قواعد ھم ارزی 
lim

4(4x)cos5x

5cos4x(5x)
=lim16cos5x

25cos4x
=

25
16

x 0
+

x 0
+

lim
ln(1-x)

Cot   x =
ln(0)

cot
=

ھوپيتال 
-1
1-x

lim
- (1+cot   x)

2

=lim
1

(1+cot   x)
2

(1-x)

=lim
1

1

Sin  x
2

(1-x)

=lim
Sin  x

2

(1-x)
=

0
0

ھوپيتال  2   sin   xcos   x
-

=0

x 1
-

x 1
-

x 1
-

x 1
- x 1

-

x 1
-

lim

27
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 مراحل زیر را انجام ميدھيم. y=f(x)رسم نمودارھا:برای رسم نمودار تابع 

 رامشخص ميکنيم. f- دامنه تعریف تابع 1

 را در صورت وجود تعيين ميکنيم. f-مجانب ھای نمودار تابع 2

 را بدست آورده و از روی آن مشخص ميکنيم تابع در چه f-  مشتق تابع 3
بازه ھایی صعودی و در چه بازه ھایی نزوليست و ھمچنين نقاط اکسترمم 

 را در صورت وجود بدست می آوریم.  fنسبی تابع 

 را بدست می آوریم و با توجه به آن مشخص ميکنيم f-مشتق دوم تابع 4
در چه بازه ھایی تقعرشان رو به باn و در چه بازه ھایی fمنحنی تابع 

تقعرشان رو به پایين است ،و ھمچنين نقطه عطف تابع را در صورت وجود 
بدست می آوریم. 

 بررسی ميکنيم. f-رفتار تابع را در نقاط ابتدایی و انتھایی دامنه 5

-اطpعات بدست آمده در مراحل فوق را در یک جدول بنام جدول تغييرات 6
مشخص ميکنيم. 

-برای دقيقتر شدن شکل نمودار تابع ميتوانيم از چند نقطه کمکی 7
استفاده کنيم. 

y=f(x)=-x+3x
3 2

D
f
=R=(- ,+     )

y`=-3x+6x
2

-3x+6x=0
2

-3x(x-2)=0
x=0

x=2
نقاط بحرانی 

y``=-6x+6 x=1

Lim f(x)=+

x -

Lim f(x)=-

x +
رفتار تابع در ابتدا و انتھا 

1 2

1

2

3

4

- 0 1 2 +

f `(x)

f ``(x)

f (x) + -0 2 4

نقطه 
عطف 

ماکزیمم 
نسبی 

مينيمم
سبی 

y=f(x)=
x-1
x+1

D
f
=R-{-1}

x+1=0 x=-1

مجانب قائم 
Lim f(x)=1

x
مجانب افقی 

y`=

(x+1)
2

x+1-(x-1)
=

(x+1)
2

2
>0 تابع اکيدا صعودی 

x+1=0 x=-1 نقطه بحرانی در دامنه وجود ندارد

y``=

(x+1)
4

- 4(x+1)
=

(x+1)
3

- 4

x

x

- 4

(x+1)
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f `(x)

f ``(x)

f (x)

x - -1 0 +

1 1
+

-
تعریف 
نشده 

-1

نقطه 
دلخواه 

Lim f(x)=

x -1

-
+

Lim f(x)=

x -1

+
-

x+1>0 x+1<0

x

yx=-1

y=1

-1

انتگرالھا 

تابع اوليه: 
  باشد، F`(x)=f(x) می ناميم ھرگاه f(x) را تابع اوليه F(x)تابع 

F(x)=sinx
(sinx)`=cosx

f(x)=cosx

F(x)=x+3x+4
23 (x+3x+4)`=3x+6x

3 2 2

f(x)=3x+6
2

قضييه: 

 f(x)نيز یک تابع اوليه F(x)+c باشد آنگاه f(x) یک تابع اوليه F(x)اگر 
F`(x)=[f(x)+c]=f(x) یکعدد ثابت ميباشد. cميباشد،که در آن 

 را با نماد            نمایش ميدھند که f(x)تعریف انتگرال: انتگرال تابع 
 f(x)برابر است با یک تابع اوليه 

f(x)dx

f(x)dx=F(x)+c

Sinxdx=-cosx+c

Cosxdx=sinx+c

 فرمولھای انتگرال گيری

xdx=
n x

n+1

n+1
+c (n=-1)   

1
x

dx=Ln|x|+c

Sinxdx= - cosx+c

Cosxdx=sinx+c

(1+tanx)dx=tanx+c
2

edx=
x

e+c
x

dx

1-x
2

=Arcsinx+c

dx

1+x
2 =Arctanx+c

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

(1+cotx)dx=-cotx+c
2

9)

xdx=
x
2

2
+c

xdx=
x
10

+c
9

10

dx=x+c

xdx=

3
2 x

5
2

5
2

+c
2
5

= x

5
2

+c

x  dx=
-7 x

-6

-6
+c

dx

x
3

=x
-3dx =

-2

x
-2

+c

x dx = xdx=

1
2 x

3
2

3
2

+c

dx

3
x

5 dx = xdx=

-3
5 x

2
5

2
5

+c

dx
x =Ln|x|+c

[f(x)+g(x)]dx= f(x)dx+ g(x)dx

[f(x)-g(x)]dx= f(x)dx g(x)dx-

 k.f(x)dx = f(x)dxk

قضييه: 

If k=c

(x+x )
2

dx = xdx+ x dx
2

=
x
2

2
+

x
3

3
+c

(x-1 )
9

dx = xdx
9

- dx =
x
10

10
- x +c

5x dx
3

=5 x dx
3

=
x
4

4
5

+c

(5x-6x+4x-6x+2x-7)dx
7 3 5 4 2

=
x
8

8
-

x
4

4
+

x
6

6
-

x
5

5
+

x
3

3
-7x

5 6 4 6 2
+c

(
2

x
-5 x

23
+sinx+cosx)dx=2 xdx

-1
2

-5 xdx

2
3

+ sinx+ cosx

2x

1
2

1
2

-
5x

5
3

5
3

- cosx+sinx+c
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tanxdx
2

= [(tanx+1)-1]dx
2

= (tanx+1)dx
2

1dx- = tanx-x+c

(tanx+1)dx
2

= tanx+c tanxdx
2

+ dx = tanx+c

tanxdx
2

= tanx-x+c

cotxdx
2

= -cotx-x+c

5e-
6
x

+
4

1+x
2

( )dx = 5
x

e
x

- 6 x
-1

dx dx+4
1

1+x
2

= 5e
x
-6 ln|x|+4Arc tanx+c

5x+6x+4x-7
3 2

x
7

( )dx 5 x=
-4
dx 6 x

-5
dx 4 x

-6
dx 7 x

-7
dx+ + -

=
5x

-3

-3
+

6x
-4

-4
+

4x
-5

-5
-

7x
-6

-6
+c

قضييه:(تغيير متغيير) 
 باشد در اینصورت f(x) تابع اوليه F(x)فرض کنيم که 

f[g(x)]g`(x)dx=F[g(x)]+c

If u=g(x)

du=g`(x)dx
f(u)du=F(u)+c

x+1 dx
u=x+1

du=dx+0
du=dx

u du= u

1
2

du =
u

3
2

3
2

+c = +c
(x+1)

3
2

3
2

(2x+1) (x+x-7)
23 5

dx

u=x+x-7
2

du=(2x+1)dx

dx=
2x+1

du (2x+1) u
5

2x+1

du3

u
5

3

du = u

5
3

du =
u

8
3

8
3

+c = (x+x-7)3
8

8
3

+c
2

x+x-1

5 x
3

3
x
2

2

+ -x+7( )
3

2

dx u=
x
3

3
x
2

2

+ -x+7

du=(x+x-1)
2

dx

du

5 u
3 =

1
5

du

u
3

2

1
5

u

-3

2 du =
1
5

u

-1

2

-1

2

. +c =
-2
5

u

-1

2
+c =

-2
5

x
3

3
x
2

+ -x+7( )
2

-1

2

+c

dx

x+1

u=x+1

du=dx+0
du=dx

u
-1

du =Ln |u|+c =Ln |x+1|+c

dx

x+a
=ln |x+a|+c

dx

ax+b
=    ln |ax+b|+c

1
a

dx

x-1
2 =

(x-1)(x+1)

dx
= 1

2
( 1

x-1
- 1

x+1
)dx 1

2
= (

x-1
-

x+1
)

dx dx

=
1
2

(Ln|x-1|-Ln|x+1|) +c

tanxdx =
sinx
cosx

dx =

u=cosx
du=-sinxdx

dx=
du

-sinx

sinx
u

. du
-sinx

-
du
u

= Ln |u|+c =Ln |cosx|+c

tanxdx= Ln |cosx|+c

cotxdx= Ln |sinx|+c

[f(x)] f `(x)dx
n

=
[f(x)] 

n+1

n+1
+c (n=-1)

[f(x)] f `(x)dx
n

=
f(x)

f `(x)
dx =Ln |f(x)|+c

قضييه 

(n=-1)

(2x+2)(x+2x-9)dx
2

=
(x+2x-9)

12
11

12
+c

sinxcosx
5

= - (-sinx)cosx
5

dx = -
cosx

6

6
+c

sinxcosxdx
10

=
sinx

11

11
+c

sinaxdx

u=ax
du=adx

du
a

dx=
sinu

du
a

=
1
a

sinudu =
1
a

(-cosu)

=
-cosax

a

+c

+c

sinaxdx =
-cosax

a +c

cosaxdx=
a +c

sinax

قضييه:روش جزء به جزء 
 باشند در اینصورت انتگرال بصورت X دو تابع برحسب V و Uفرض کنيم که 

زیر محاسبه ميگردد 

udv=uv- vdu

xedx
x

u=x du=dx

dv=edx
x

dv = edx
x

v=e
x =xe-

x
edx
x

=xe-
x

e
x
+c

معموn عبارت چند جمله ای را 
 ميگيریم uبرابر 

xedx
x2

u=x du=2xdx

dv=edx
x

dv = edx
x

v=e
x

2

=

xe-
x2

e (2x)dx
x

xe-
2 x

2 xedx
x

روش جزء 
به جزء 

= xe-
2 x

2(xe-e)+c
x

cos3xdx =
3

sin3x
+c

sin3xdx =
3

cos3x
+c
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xsinxdx

u=x du=dx

dv=sinxdx v=  sinxdx

v=-cosx

= x(-cosx) -cosxdx

=-xcosx+ cosxdx = -xcosx+sinx+c

xcosxdx
2

u=x du=2xdx
2

dv=cosxdx v=  cosxdx

v=sinx

=xsinx- sinx(2xdx)
2

xsinx-2 xsinxdx

روش جزء به جزء 

2
=xsinx-2(-xcosx+sinx)+c

2

Ln xdx
u=ln x du=      dx

1
x

dv=dx v=x
(ln x)x-       dx

1
x

x

=

= =(ln x)x-      dx

=(ln x)x-x+c

انتگرال نسبتھای مثلثاتی: 

حالت اول:  

sin(ax)sin(bx)dx =
1
2

[cos(ax-bx)-cos(ax+bx)]dx

cos(ax)cos(bx)dx 1
2

[cos(ax-bx)+cos(ax+bx)]dx

sin3xsin5xdx=
1
2

[cos(3x-5x)-cos(3x+5x)] =
1
2

(cos2x-cos8x)dx

=
1
2

( cos2xdx

dx

- cos8xdx) =
1
2

(
2

sin2x
8

sin8x
- )+c

cos5xcos8xdx
1
2

[cos(-3x)+cos(13x)]dx=

1
2

= ( cos3xdx+ cos13xdx) =
1
2

(
3

sin3x

13

sin13x
+ )+c

sinxdx
n

= sinxsinxdx
n-1 sinx=1-cosx

2 2

cosxdx
n

cosxcosxdx
n-1

=
cosx=1-sinx

2 2

حالت دوم: 

sinxdx
3

= sinxsinxdx
2

= sinx(1-cosx)
2

dx = (sinx-sinxcosx)dx
2

sinxdx - sinxcosxdx
2

= sinxdx+ -sinxcosxdx
2

= -cosx+
cosx

3

3
+c

cosxdx
5

= cosxcosxdx
4

= cosx(1-sinx)
2 2

dx = cosx(1-2sinx+sinx)
2 4

dx

(cosx-2cosxsinx+cosxsinx)dx
2 4

= cosdx-2 cosxsinxdx
2

+ cosxsinxdx
4

sinx-2
sinx

3

3
+

sinx
5

5
+c=

n فرد باشد 

sinxdx
n

cosxdx
n

sinx=
2

1-cos2x2

cosx=
2

1+cos2x2

=

=

n زوج باشد 

حالت سوم: 

sinxdx
2

=
2

1-cos2x dx = 2
1

(1-cos2x)dx =
2
1 dx -( cos2xdx )

2
1

= (x-
2

sin2x )+c

cosxdx
4

= (cosx)
2 2

dx =
2

1+cos2x( )
2
dx =

1+2cos2x+cos2x
2

4
dx

4
1 (1+2cos2x+cos2x

2
)dx= =

4
1 ( dx+2 cos2xdx + cos2xdx

2
)

4
1

= (x+
2sin2x

2
+ cos2xdx

2

=)
4
1

(x+ + )sin2x 1+cos4x
2

dx

4
1

= [x+ sin2x + 2
1

( dx + Cos4xdx)] =

=
4
1 [x+ sin2x +

2
1

(x+
sin4x

4
)] +c

انتگرال معين: 
 F(x) پيوسته باشد ،در اینصورت اگر [a,b] در بازه f(x) فرض کنيم که تابع

 بصورت زیر تعریف [a,b] در بازه f(x) باشد انتگرال معين تابع f(x)تابع اوليه 
ميشود. 

b

a

f(x)dx=F(b)-F(a)

1

0

(x-4x+5x+6)dx
3 2

=
x
4

4

( -
4x
3

3
5x
2

2

+ +6x)
1

0
=

4
(

4
3

5
2

+6 )
11

- -

(0-0+0+0)
0

=

+

4
4
3

51
- +

2
+6 =

89

12

2

0

(sinx+cosx)dx =(-cosx+sinx)
2

0

= -(-cos    +sin    )
2 2

(-cos    +sin    )0 0 = (0+1)-(-1+0)=1+1=2

b

a
[f(x)+g(x)]dx=

b

a
f(x)dx +

b

a
g(x)dx

b

a
[f(x)-g(x)]dx=

b

a
f(x)dx -

b

a
g(x)dx

b

a

K.f(x)dx = K
b

a
f(x)dx If K=C

b

a
f(x)dx +

c

b
=

c

a
f(x)dxf(x)dx

b

a
f(x)dx = -

a

b
f(x)dx

a

-a
f(x)dx =

a

-a
f(x)dx =

0

2
a

0
f(x)dx

If f(-x)=-f(x)

If f(-x)=f(x)

 f(x)اگر تابع 
تابعی فرد باشد 

 f(x)اگر تابع 
تابعی زوج باشد 

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)
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5

0

[x]dx =
1

0

[x]dx +
2

1

[x]dx +
3

2

[x]dx +
4

3

[x]dx +
5

4

[x]dx

=
1

0

0dx +
2

1

1dx +
3

2
+

4

3

3dx
5

4

4dx2dx

= 0
0

1
+ x

1

2
+2x

2

3
+3x

3

4
=4x

4

5
+ (0-0)+(2-1)+(6-4)+(12-9)+(20-16)

0+1+2+3+4=10=

34

مساحت زیر منحنی: 
 نامنفی باشد. f-مساحت زیر منحنی وقتی که تابع 1

X0=a b=xnx1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

x3

x3=x4-x3

xi

n

f(xi)    xi جمع مساحت مستطيلھا

xi

n

f(xi)    xiS=lim

x n

=

b

a
f(x)dx

 nبا حد گرفتن تعداد مستطيلھای زیر منحنی را به بيشمار 
ميرسانيم. 

X [(a,b)]

And  f(x)     0

< S=
b

a
f(x)dx مساحت زیر منحنی

 x=1,x=2و خطوط +y=f(x)=x   1مثال:مساحت محدود بين منحنی 
و محور مختصات را بدست آورید؟ 

2

X

Y

f `(x)=0 2x=0 x=0

f (0)=1

1

1 2

S=
2

1
(x+1)dx

2
=

x
3

3

+x
2

1
= (

8
3

+2)-(
1
3

+1)=
3
10

 منفی باشد. f-مساحت زیر منحنی وقتی که تابع 2

X [(a,b)]

And  f(x)     0

S=
b

a
f(x)dx مساحت زیر منحنی

<
-

 و =x=    ,x و خطوط   y=sinxمثال:مساحت محدود بين منحنی 
محور مختصات را بدست آورید؟ 

2

0

2

2

2
-

S= sinxdx-
2

= -(-cosx)
2

=(cosx)
2

=cos    -cos   =1-(-1)=22

X ,  f(x)     0

<

[(a,c)]

X ,  f(x)     0[(c,b)] <
S=

c

a
f(x)dx

b

c
f(x)dx-

1)

2)

3)

 و محور x=1,x=-1و خطوط  y=xمثال:مساحت محدود به منحنی 
مختصات را بدست آورید؟ 

3

1-1

S= xdx-
0

-1

3
+

0

1
xdx
3

=
-x

4

4

0

-1
+

x
4

4

1

0
= 1

2

مساحت بين دو منحنی 

 y=f(x),y=g(x)مساحت بين دو منحنی 

[(a,b)]x

y=f(x)

[(a,b)]x

y=g(x)

S= [f(x)-g(x)]
b

a

dx

 مثال:مساحت محدود به دو منحنی را بدست آورید. 

0

y=x-3x

y=-2
2

y`=2x-3

y`=2x-3=0 x=
2
3

y=
4
-9

2
3

3

4
-9,( )

y=-2

X=1 X=2

f(x)=g(x)  -2=x-3x بدست آوردن نقاط تpقی توابع
2 X=1

X=2

S= [x-3x-(-2)]
2

1

dx =
2

(x-3x+2)
2

dx

2

1

= x
3

3
-
3x

2

2
+2x( )

2

1
=

+2
8

3
( -12

2
+ -)4 1

3
( )-

3

2
=

7

3

9

2
2- - =

14-27-12
6 =

25

6

y=x-3x
2
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 چون تابع زوج است

y

a b

y=f(x)

 [(a,b)] در بازه X حول محور y=f(x)حجم حاصل از دوران منحنی 

V=
b

a

y dx
2

 [(a,b)] در بازه Y حول محور y=f(x)حجم حاصل از دوران منحنی 

V=
b

a

X dx
2

  [(0,1)] در فاصله Xمثال:حجم حاصل از دوران منحنی زیررا حول محور 
 رابدست آورید؟

y=x+1
2

V=
b

a

2
y dx =

1

0
(x+1)

2 2

dx =
1

0

(x+2x+1)
4 2

dx

=
x
5

5
+
x
3

3
+x[ ]

1

0
= [

5
+

3
+1

1 2 ] =
28

15

1

-a a

-b

b

مثال:حجم حاصل از دوران بيضی را حول محور 
X (حجم توپ راگبی )بدست آورید؟ 

x
2

a
2

+
y
2

b
2

=1

x
2

a
2

+
y
2

b
2

=1 y
2
=b (1-       )

x

a

2
2

=
b
2

a
2

(a -x )
2 2

V=
b

a

2
y dx =

a

-a

b
2

a
2

(a -x )
2 2
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 مثال:حجم حاصل از دوران دایره رابدست آورید؟( حجم کره) 
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