
چھار روش وجود دارد.   mو  nبرای ضرب دو عدد 

 -ترتيبی باشد.3-خاتمه پذیر باشد.       2-واضح و غير مبھم باشد.     1

در درس طراحی الگوریتم بطور عام به بررسی زمان اجرای یک الگوریتم و فضای اشغال شده توسط الگوریتم پرداخته ميشود،زیرا برای حل یک 
 مسئله ممکن است روشھای متفاوتی وجود داشته باشد و این وظيفه تحليل گر مسئله است که بھينه ترین روش حل مسئله را انتخاب کند. 

 مثال:

-روش تقسيم و حل ( نصف کردن دو عدد و ضرب تکه اعداد بدست 3-روش امریکایی( معکوس روش معمول)    2-روش انگليسی ( روش معمول)     1
 russi-روش رسی  4آمده در یکدیگر)      

Russi

m n

12 5

6 10

3 20

1 40

12*5=60

/2 *2

n ھایی باھم جمع 
 ھای mميشوند که 

آنھا فرد باشند 

20+40=60

m=1234     n=105

m =341

m =122

m=
n =051

n =012

n=

m  m2 1

n  n2 1

m  n    m  n

m  n    m  n
2 1 1 1

2 2 1 2

m  n
2 2 (m  n  +n  m  ) m  n

1 12 1 2 1

=m  n  +(m  n  +n  m  )*10+(m  n  )*100
1 2 2 1 2 1 2 2

 آناليز الگوریتمھای مقدماتی:

K=0;

Cin>>i;

While (i>0)

{

K++;

i/=2;

}

Cout<<k;

i=8

K=1 i=4

K=2 i=2

K=3 i=1

K=4 i=0

i=7

K=1 i=7

K=2 i=3

K=3 i=1

K=4 i=0

i=16

K=1 i=8

K=2 i=4

K=3 i=2

K=4 i=1

K=4 i=0

 

Log n تعداد دفعات اجراء: 
2

+1

Log n مرتبه زمانی ( در بينھایت) : 
2

 اصل پایانی: )1

اگر برای یک الگوریتم دو پياده سازی متفاوت وجود داشته باشد که ھر کدام به ترتيب در زمانھای     و      اجراء شوند آنگاه: 

t  =   (t  )1 2 t  =   (t  )2 1

t1t2

 اصل ترتيب: )2

اگر دو قسمت از بر نامه به نامھای     و      که مستقل از یکدیگر عمل ميکنند و بترتيب دارای زمانھای     و     ھستند،بصورت متوالی اجراء 
شوند زمان اجرای کل برنامه برابر              است. 

p
1

p2t1t2

t  +t1 2

 اصل دستورات مقدماتی: )3

دستوری تجزیه ناپذیر ( اتميک)  است که به دستورات کوچکتر تقسيم نشود و در زمان    اجرا شود،دستور مقدماتی دستوری است که از 
دستورات اتميک ایجاد شود. بعنوان مثال چھار عمل اصلی ،دستورات شرطی،دستور انتساب ( = )  و...... 

 Whileآناليز حلقه 

تعداد دفعات اجرای قطعه کد زیر بھمراه مرتبه زمانی آن را مشخص کنيد؟ 

t

 الگوریتم عبارت است از روشی برای حل یک مسئله ،اجزای یک الگوریتم باید دارای ویژه گيھای زیر باشد.

1)

K=0;

Cin>>i;

While (i>0)

{

K++;

i/=5;

}

Cout<<k;

2)

Log n تعداد دفعات اجراء: 
5

+1

Log n مرتبه زمانی ( در بينھایت) : 
5

K=0;

Cin>>i;

While (i>1)

{

K++;

i/=2;

}

Cout<<k;

3)

Log n تعداد دفعات اجراء: 
2

Log n مرتبه زمانی ( در بينھایت) : 
2

/= Log n

n=0;

Cin>>i;

While (i>1)

{

cin>>j;

While (j>0)

    {

     j/=3;

     n++;

     }

i/=2;

n++;

}

4) Log j
3

+1 Log i
2

Log i
2

( Log j
3

+1) = Log i
2

Log j
3

+ Log i
2

 تعداد دفعات اجراء: 

Log i : (Order)مرتبه زمانی 
2

. Log j
3

1
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 :Forآناليز حلقه 

for (i=n;i<=m;i++)
m-n+1 تعداد دفعات اجراء: 

1
for (i=n;i<m;i++)

m-n تعداد دفعات اجراء: 

1i++=1

for (i=0;i<=5;i++)

{

K++;

}

Cout <<k;

1) 5-0+1

1
=6  تعداد دفعات اجراء: 

for (i=0;i<=n;i+=2)

{

K++;

}

Cout <<k;

2) n-0+1

2
=

n+1

2
 تعداد دفعات اجراء: 

n : (Order)مرتبه زمانی 

k=0;

for (i=1;i<=n ;i++)

{

Cin>>m;

x=fac(m);

y+=x;

}

Cout <<y;

3)

2

P=1;

for(j=1;j<=m;j++)

{

P*=j;

}

fac(m)=
n-1+1

1

2

=n
2 m-1+1

1
=m

n m تعداد دفعات اجراء: 
2

تعداد دفعات اجراء ومرتبه زمانی یکی 
 نيز پارامتر متغيير است. mاست چون 

y=
i=1

n
2

fac(m)

 مستقل: forحلقه ھای 

k=0;

for (i=1;i<=n ;i++)

{

k++;

}

for (j=1;i<=m j++)

{

k*=2;

}

cout <<k;

n

m

n+m  تعداد دفعات اجراء: 

n+m : (Order)مرتبه زمانی 

در صورت خيلی بزرگتر بودن ھر کدام از 
پارامترھا آن پارامتر بعنوان مرتبه زمانی 

در نظر گرفته ميشود. 

k= 2 n
m

1)

 مستقل: forحلقه ھای تو در تو 

k=1;

for (i=1;i<=n ;i+=2)

{

   for (j=1;i<=     ;j++)

   {

    k*=2;

   }

}

cout <<k;

n
2

n
2

n
2

n
2

=
n
4

2

1)

n تعداد دفعات اجراء: 
2

 : (Order)مرتبه زمانی 

 فرض

n=4

n
2

=2

i=1 K=4

i=3 K=16 2(
n
2 )

n
2

=

K= 2

n
4

2

( )

x=0;

for (i=n  ;i>=1 ;i-=2)

{

   for (j=1;i<=m; j*=2)

   {

    x++;

   }

}

cout <<x;

2)

2

2

2
n

J=1,2,4,8 فرض

x=1,2,3,4

m=8

Log m
2

+1

 تعداد دفعات اجراء: 

 تعداد دفعات اجراء: 

2
n Log m

2
 : (Order)مرتبه زمانی 

X=
2

2
n

( Log m
2

+1 )

 تعداد دفعات اجراء: 
2

2
n

( Log m
2

+1 )

2

n
2

∑
=

2/

1

2
n

i

n
2

2

n
4

2

(= )
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 وابسته: forحلقه ھای تو در تو 

for (i=1  ;i<=n ;i++)

{

   for (j=i;i<=n; j++)

   {

    cout <<”*”;

   }

}

n  تعداد دفعات اجراء: 

n-i+1تعداد دفعات اجراء: 

 فرض

n=3

i *

1 3

2 2

3 1

n

n-1

n-2

n+(n-1)+(n-2)+.+2+1

j:1    n

j:2    n

j:3    n i=1

n
n-i+1

i=1

n
(n-i+1)=

i=1

n
n -

i=1

n
i +

i=1

n
1 = n -

2 n(n+1)

2
+ n =n

2

-
n

2

2
-

n
2

+ n

n
2

2
n
2

=
n

2

2
+

n
2

=
n(n+1)

2
تعداد دفعات 
 اجراء( ستاره ھا) 

2
n : (Order)مرتبه زمانی 

1)

for (i=1  ;i<=n ;i++)

{

   for (j=i;i<=n; j++)

   {

     for (k=1;k<=m;k++)

        {

          cout <<”*”;

         }

    }

}

2)

 وابسته تو در تو

 مستقل تو در تو

 : (Order)مرتبه زمانی 

m

n(n+1)

2

for (i=1  ;i<=n ;i++)

{

   for (j=i;i<=n; j++)

   {

     for (k=j;k<=n;k++)

        {

          cout <<”*”;

         }

    }

}

3)

m
i=1

n
(n-i+1) = m

n(n+1)

2

i=1

n

j=i

n

(n-i+1)  : (Order)مرتبه زمانی 

نمادھای مرتبه زمانی: 

  نماد برای بيان مرتبه زمانی یک الگوریتم وجود دارد. ( نمادھا از راست به چپ خوانده ميشود. ) 5بطور کلی 

Big O:نماد 

f(n)=     g(n)Of(n) اگر داشته باشيم                           آنگاه رشته تابع          بيشتر مساوی رشد تابع         است. g(n)

(>=)

 Big:(=>)نماد 

f(n)=       g(n)f(n) اگر داشته باشيم                           آنگاه رشته تابع          کمتر مساوی رشد تابع         است. g(n)

:(=)نماد 

f(n)=    g(n)f(n),g(n) اگر داشته باشيم                      آنگاه رشته تابع                ھم رشدھستند. 

(<) Small:نماد  O

f(n)=     g(n)Og(n)f(n) اگر داشته باشيم                           آنگاه رشته تابع          مطلقا بيشتر از رشد تابع         است. 

(>) Small:نماد 

f(n)=     g(n)g(n)f(n) اگر داشته باشيم                           آنگاه رشته تابع          مطلقا کمتر از رشد تابع         است. 
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f(n)=
n(n+1)

2

g(n)=
n (n+1)

3

2

مرتبه 
زمانی

n
2

n
3

f=     gO
f=     gO

g=     f
g=     f

1)
f(n)=

g(n)=

2)

n +10

3

7

n +2

3
n

3

n
3

f=     gO
g=     f

g=     f
g=     fO

3)

Log n 2Log nO
Log n 2Log n

OLog n 2Log n

=معمو` ازنماد   بجای   استفاده ميشود.

Log n Log nO
2

=

4)nlog n       n
2

nlog n       n  n

log n       n  

log n       n  

log n       n  

O
O

5) nlog n       n  logn
2 2

nlog 2n       n  logn
2

nlog n log n       n  n logn

log n       n  

log n       n  

log n       n  

O
O

5) 2       n!
n

O
2       n!

n

O
2       n!

n

O

C <log n<log  n<log (n!)<n<nlog n<n  <n  log n<b <n!<n

k>1

k a
a>1

a n

x=log a
b

b=a
x

log MN=
a a a

log     =
M

Na

logM-logN
a a

log a=1
a

log 1=0
a

log a   =Mlog a
M

b b

log a   =    log a
M

b b

1

M

log a    =     log
m

n
b

m
n a

b

=

  log a
b

=
1

  log b
a

  log a
b

  log b
c

a
c

  log a
b

=

  log a
c

  log b
c

  log b
aa = b

logM+logN

  log

n
Log m

2
=

m
Log n

2
( ) ( )

Log n
k

= Log nk

Log n
k

= Log kn

4

2
f(n)

O (2    )
g(n)

Log(f(n)) O Log(g(n))

f(n)       g(n)Oاگر داشته باشيم                                آنگاه کدام یک از موارد صحيح است 

n

w
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for (i=1;i<=    ;i++)

{

   for (j=m;j>=i; j--)

   {

     for (p=n;p>=1;p-=2)

        {

          k++;

         }

    }

}

n
2

2

nlog n       ( log (log n))
2

2
n

(log n!)

O(n!)n2
n

n 2
n2

(log n)
n

کدام یک از معاد`ت صحيح است. 

 را محاسبه کنيد. kمرتبه زمانی و مقدار دقيق 

n
2

2

-1+1=
n
2

2

m-1+1

2
n-1+1 n

2
=

i=1

(m-i+1)

n
2

2

n
2

i=1

(m-i+1)

n
2

2

=

i=1

n
2

2

i=1

n
2

2

i=1

n
2

2

m - i 1

i=1

n
2

2

m =m
n
2

2

=
2

mn
2

i=1

n
2

2

i

i=1

n
2

2

1

=

n
2

2

(
n
2

2

+1)

2
=

n
4

4

+
n
2

2

2
=

4
n4

+2n
2

2
=

n+2n
2

8

4

=
n
2

2

=

=
2

mn
2

2n
2

8

4
n+ n

2

2

+ + =
4mn-n+2n

8

2 4 2

n
2

( 4mn-n+2n
8

2 4 2

) = 4mn-n+2n
3 5 3

8

  kمقدار دقيق 

و تعداد دفعات اجراء 

مرتبه زمانی: 
3

1)
log(2n )       log(log n)

n

2n >log n      
n nlog n       ( log (log n))

2

nlog n       ( log (log n))
2

غلط 

2) 2
n

< n!

2
n

> log (n!)
2

n

(log n!) 2
n

(log n!)

صحيح 

3)

صحيح 

غلط 

n2
n

< n(n-1)!

n>5if
O(n!)n2

n

صحيح 

صحيح 

صحيح 

صحيح 

4)
log n=k

10
k

=n
n 2

n2
=(10)

2

2
n

= 10
2k

k
nk صحيح > n 2

n2
(log n)

n

صحيح 

n m i j p k
2 5 1 5 2 1

2 4 0 2

3 3

2 4

1 5

5 2 6

4 7

3 8

2 9

4mn-n+2n
3 5 3

8
=

4  5  2-2+2  2
8

=

3 5 3

9=k

2
n

O(mn)
mn -n>0

3 5
Order ھيچگاه منفی نميشود 

n!      nO
n

Log n!       Log nO
n

Log n!       n Log nO

Log n!       n Log n=

5
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توابع بازگشتی: 

 توابعی ھستند که در داخل برنامه خود را فراخوانی ميکنند. 

int f(int n)

{

if (n==1) return 1;

else

return (n  f(n-1))

}

stopper f(n)=

1
If n=4

n  f(n-1) else

 در انتھا محاسبه شده و بازگردانده ميشود.  returnدستور 

4  f(3)

3  f(2)

2  f(1)
1

2

6

24
If n=4

 برای محاسبه فاکتوریل مقدار ورودی بصورت بازگشتی بکار ميرود. fبا توجه به مثال با` تابع 

T(n)=2T(     )+1

n=2
k

T(1)=0

n
2

n=
n
2

T(n)=2T(     )+1
n
2

2T(     )+1n
4

= 4T(     )+2+1
n
4

2T(     )+1n
8

= 8T(     )+4+2+1
n
8

2T(     )+1n
16

=16T(     )+8+4+2+1
n

16

= 2 T(     )+1+2+4+8+>..+2   =
n
k

2

k k-1
n=2

k

T(    )=T(1)=0
n
n

=0

=1+2+4+8+>..+2   =
k-1

k-1

i=0

i

2

k-1

i=0

i
a

سری ھندسی با قدر 
= 1نسبت بزرگتر از  a+a +a +>..+a =

2 3 n a
n+1

- a
q-1

=
عدد بعد از آخر  - اولين عدد 

قدرنسبت  - 1

k-1

i=0

i

2 =1+2+4+8+>..+2   =
k-1

2-1

2 -1
k

= 2 -1
k

=n-1 O=(n) مرتبه زمانی

T(n)=T(     )+1

n=2
k

T(1)=1

n
2

n=
n
2 T(n)=T(     )+1

n
2

 T(     )+1n
4

= T(     )+1+1
n
4

=

 T(     )+1n
8

T(     )+1+1+1
n
8

 T(     )+1n
16

=T(     )+1+1+1+1
n

16

= T(     )+K
n
k

2

=1

=K+1 =2 +1=log n+1
k

2 O=(log n) مرتبه زمانی 
2

در دو مثال با` فرمول را از حالت بازگشتی به حالت غير بازگشتی تبدیل کرده ایم. 

Master theory   (قضييه اساسی تعميم یافته )

n سه حالت ایجاد ميشود. ,  a>1 b>1, f:N          R با شرط اوليه  T(n)=aT(      )+f(n)اگر داشته باشيم 
b

+

1)

2)

1) f(n) O (n
Log a

b ε-
) T(n) (n

Log a
b )

2) f(n) O
Log a

b(n . log n)
k

T(n) (n . log b)
Log a

b
k+1

3) f(n) (n
Log a

b )
ε+

T(n) f(n)

با استفاده از این قضييه فقط مرتبه زمانی قابل محاسبه است. 

T(n)=2T(     )+1
n
2

n
Log a

b =n
Log 2

2 =n

f(n)=1

n
Log a

b > f(n)1
(n)

T(n)=4T(     )+n
n
2

n
Log a

b =n
Log 4

2 =n
2

f(n)=n

1
n

Log a
b > f(n) (n )

2

6
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T(n)=2T(     )+n
n
2

n
Log a

b =n
Log 2

2 =n

f(n)=n

2
n

Log a
b =f(n) n

Log a
b . log n >f(n) (n log n )

T(n)=3T(     )+n
n
2

2
n

Log a
b

Log 3
2=n

f(n)=n
2

f(n) > n
Log a

b n
2
>

Log 3
2n (n )

23

T(n)=2T(     )+log n
n
4

n
Log a

b
Log 2

4=n =n
2
1

n=

f(n)=log n

n
Log a

b
>f(n) n > log n (     )n1

T(n)=4T(     )+n
n
2

2
n

Log a
b

Log 4
2=n =n

2

f(n)=n
2

2
n

Log a
b =f(n) n

Log a
b . log n >f(n) (n log n )

2

T(n)=8T(     )+n log n
n
2

3
n

Log a
b

Log 8
2=n =n

3

f(n)=n log n
3

f(n) > n
Log a

b n log n
3

> n3 3
(n log n )

3

T(n)=2T(     )+n -2
n
2

2
n

Log a
b

Log 2
2=n =n

f(n)=n -2
2

f(n) > n
Log a

b3
n -2 > n

2
(n )

2

 (بازگشتی ھمگن و غير ھمگن)   توابع بازگشتی

 توابع بازگشتی به دو دسته ھمگن و غير ھمگن تقسيم ميشوند ،که ممکن است ضرایب آنھا ثابت یا متغيير باشند .

 ھمگن = معادله برابر صفر ميشود، خطی= توان ندارد. 

a t(n)+a t(n-1)+>.+a t(n-k)=0ھمگن (خطی با ضرایب ثابت)  توابع بازگشتی

a t(n)+a t(n-1)+>.+a t(n-k)=0

0 1 k

0 1 k

معادله 
مشخصه

a x +a x   +a x   +>..+a x   =0
0

n

1

n-1

2

n-2

k

n-k ,  r  ,r ریشه است. kاین معادله دارای .,r1 2 k

c  (r  )+c  (r  )+>..+c  (r  )1 فرمت غير بازگشتی تابع بازگشتی فوق بدین شکل است. 1 2 2 k k

n n n

C=ضرایب عددی 

 زمانی آنرا محاسبه کنيد؟  orderتابع بازگشتی زیر را به فرم غير بازگشتی تبدیل کرده و مثال: 

T(n)=

0 n=0

5 n=1

3T(n-1)+4T(n-2) else

T(n)= 3T(n-1)+4T(n-2) T(n)-3T(n-1)-4T(n-2)=0

x -3x-4=0
2

(x-4)(x+1)=0 x=-1=r1
x=4=r2

T(n)=c  (r )+c  (r )=c (-1)+c (4)1 1 2 2

n n n n

1 2

n=0 T(n)=0 c +c =01 2 c =-c1 2

n=1 T(n)=5 -c +4c =51 2

5c  =52 c  =1,c  =-12 1

T(n)=c (-1)+c (4)
1 2

=
n n

-1(-1)+1(4)=4-(-1)
n n n n

O=(4 )
n

4+(-1)
n+1

n

order 
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a t(n)+a t(n-1)+>.+a t(n-k)=b .f(n)غيرھمگن (خطی با ضرایب ثابت)  توابع بازگشتی
0 1 k

n

a t(n)+a t(n-1)+>.+a t(n-k)=b .f(n)
0 1 k

n معادله 
مشخصه

(x-r )(x-r )>>(x-r )(x-b)    =01 2 k

d+1 d=

k=

 f(n)درجه تابع

 حداقل ریشه معادله

 زمانی آنرا محاسبه کنيد؟  orderتابع بازگشتی زیر را به فرم غير بازگشتی تبدیل کرده و مثال: 

T(n)=

1 n<2

2T(n-1)+(n+5)3 else
n

 در ضرایب nبيشترین مقداری که از 
T .کم ميشود درجه معادله ميشود 

T(n)-2T(n-1)=(n+5)3
n

f(n)=(n+5)

d=1

b=3

(x-2x )(x-3)=0
0

2

(x-2)(x-3)=0
2 x=2=r

x=3=r
x=3=r

1

2

3 ریشه مضاعف 

 و........  n ،مضاعف سوم در  n ،مضاعف دوم در n ضرب ميشوند.یعنی مضاعف اول در n در Cبه تعداد ریبشه ھای مضاعف ضرایب 

c  (r  )+c  (r  )+>..+c  (r  )1 1 2 2 k k

n n n

23

c  (r  )+c  (r  )+c  n(r  )1 1 2 2 3

n n n

3 c  (2)+c  (3)+c  n(3)1 2 3

n n n

O(n3 )
n

order 

 زمانی آنرا محاسبه کنيد؟  orderتابع بازگشتی زیر را به فرم غير بازگشتی تبدیل کرده و مثال: 

T(n)=

1 n<2

4T(n-2)+(n+1) 2 else
2 n

T(n)-4T(n-2)=(n+1) 2
2 n

f(n)=(n+1) 

d=2

b=2

2

(x -x 4)(x-2)
2 0 3

(x -4)(x-2)
2 3

x=-2=r
x=2=r
x=2=r

x=2=r

1

2

3

4

c  (r  )+c  (r  )+c  n (r  )+c  n (r  )+c  n (r  )
1 2 3 4

x=2=r5

5
1 2 3 4 5

2 3
c  (-2)+c  (2)+c  n(2)+c  n (2)+c  n (2)

n n n n n

1 2 3 4 5
2 3

n n n n n

O(n 2 )
n

order 
3
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T(n)=2T(     )+n-1

n=2
k

T(1)=0

n
2

n=
n
2

T(n)=2T(     )+n-1
n
2

2T(     )+   -1n
4

=4T(     )+n-2+n-1
n
4

 2T(     )+   -1n
8

=8T(     )+n-4+n-2+n-1
n
8

 2T(     )+   -1n
16

n
16

=16T(     )+n-8+n-4+n-2+n-1

T(n)=2 T(     )+kn-(2   +>.+2 +2 +1)
n

2

O=(nlog n ) مرتبه زمانی

 زمانی آنرا محاسبه کنيد؟  orderتابع بازگشتی زیر را به فرم غير بازگشتی تبدیل کرده و 

 زمانی آنرا محاسبه کنيد؟  orderتابع بازگشتی زیر را به فرم غير بازگشتی تبدیل کرده و 

T(n)=

n

5T(n-1)-8T(n-2)+4T(n-3) else

n<2

T(n)= 5T(n-1)-8T(n-2)+4T(n-3) T(n)-5T(n-1)+8T(n-2)-4T(n-3)=0 x -5x +8x-4=0
3 2

ax +bx +cx+d=0
3 2

r +r +r =1 2 3
- b

a

r .r .r =1 2 3
- d

a

r r +r r +r r =1 2 1 3 2 3
c
a

Vieta’s theorem

r =1
a+b+c+d=0

1

r +r +r =1 2 3
- -5

1

x -5x +8x-4=0
3 2

r +r =2 3
4

r .r .r =1 2 3
- -4

1 r .r =2 3 4

r =

r =

r =

1

2

3

1

2

2

c  (r  )+c  (r  )+c  n(r  )1 1 2 2 3

n n n

3 c  (1)+c  (2)+c  n(2)1 2 3

n n n

T(n)= T(n)=

O=(n2 ) مرتبه زمانی 

(Or)

x -5x +8x-4=0
3 2

x -5x+5x+3x-3-1=0
3 2

x -1-5x+5x+3x-3=0
3 2

5x(x-1) 3(x-1)(x-1)(x +x+1)
2

(x-1)(x +x+1)-5x(x-1)+3(x-1)
2

(x-1)(x +x+1-5x+3)
2

(x-1)(x -4x+4)=0
2

(x-1)(x-2)(x-2)=0 r =1 1,r =2 2 ,r =3 2

n
2

n
4

2n-2 -2
1 0

3n-2 -2 -2
2 1 0

n
8

4n-2 -2 -2 -2
2 1 03

k

k k-1 2 1

T(1)=0

=kn-∑
i=0

k-1
i

2
2 =n  ,k=

k

Log n
2

=nlog n-(n-1)
2

=
2

k

-1

2-1
=2

k

-1=(n-1)

2

n
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T(n)=8T(     )+n log n

n=2
k

n
2

3
T(   )=8T(     )+k2  

k=log n
2

3k

2
2

k 2
k

T(   )=8T(     )+k2  
k

2 2
k-1 3k T(   )=g(k)  

k

2
g(k)=8g(k-1)+k(2 )

3

g(k)-8g(k-1)=k8 
k

(x-8)(x-8)=0
f(k)=k
d=1
b=8

2
r1=8

r2=8

r3=8

1g(k)= 2 3

k k k

c  (8)+c  k(8)+c  k (8)

8
k

=8
Log n

2 =n 2
Log 8

=n
3

k
2

(Log n)
2

=(log n)
2

=

g(k)= c  (n)+c  log n(n)+c  
3

1 2 3 log (n)
3

O(n log n)
3

T(n)=2T(     )+2

n=2
k

n
2

T(n)=2T(     )+2
n
2

2T(     )+2
n

4

=4T(     )+4+2
n
4

2T(     )+2
n

8

=4T(     )+8+4+2
n
8

2T(     )+2
n

16

=16T(     )+16+8+4+2
n

16

T(2)=T(     )
2

2
k

x
T(2)=T( 2    )

k-x
k-x=1 x=k-1

T(n)=2   T(     )+2    +>.+2 +2 +2 =
k-1 2

k

2
k-1

k-1 3 2 1

T(2)=1

2   +(2 +2 +2 +2    ) =
k-1 k-11 2 3

∑
i=1

k-1
i

2 =(n-2)

2   +(n-2) =
k-1 2

k

2
+(n-2)=

n
2

+(n-2)=
3n

2
-2

T(n)=
3n

2
-2

T(1)=0

T(2)=1

k

2

2

2

2 3

2
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T(n)=2T(n-1)

T(1)=1

O(n)n
Log 2

2

T(n)=T(n-1)+T(n-1)

T(1)=1

T(n)

T(n-1) T(n-1)

T(n-2)

>.. >..

>.. >.. >..

O= ( ضریب انشعاب)  

( عمق درخت)  

O=(2 )
n

ممکن است دو تابع بازگشتی عملکرد و نتيجه کامe یکسان داشته 
باشند و لی دارای مرتبه زمانی متفاوت 

T(n)=T(n-1)

T(1)=0

2

O(n)n
Log 2

2

T(n)=T(n-1)*T(n-1)

T(1)=0

T(3)=T(2) =T(1) =0
2 4

T(3)=T(2)*T(2)

T(1)*T(1)*T(1)*T(1)

O=(2 )
n

T(n)=

n
T(

2
)+

n
T(

2
)

n
2T(

2
)

O=(3         )

Log n
2

T(n)=

n
T(

3 +
n
3

n
2T(

2

T( ))

)

O= (ضریب انشعاب) 

(طو`نيترین عمق درخت) 

=(n         )

Log 3
2

O=(3         )

Log n
3

=(n         )
Log 3

3
=n

روش تغيير متغيير: 

یکی از روشھای حل توابع بازگشتی استفاده از تغيير متغيير است. 

1) T(n)=aT(     )+f(n)n
2

n=b
k

تغيير متغيير 

2) T(n)=aT( n  )+f(n)
c

n=c
c

k

تغيير متغيير 

3)
T(n)

n

aT(       )
=

nc

n
n=c

c
k

تغيير متغيير 

تابع زیر را به روش بازگشتی حل نمائيد؟ مثال: 

T(n)=2T(     )+n

n=2
k

n
2

T(   )=2T(     )+2
k 2

k

2
2

k

T(   )=2T(      )+
k

2 2
k-1

2
k  تابع ھمومورف –ھم ارزی(ریختی)در تابع 

T(   )=g(k)2
k

g(k)=2g(k-1)+2
k

g(k)-2g(k-1)=2
k تابع بازگشتی غير ھمگن 

g(k)-2g(k-1)=2
k

.f(k)
1

f(k)=1

d=0

b=2
(x-2)(x-2)=0

r1=2

r2=2
c  (2)+c  k(2)1g(k)= 2

k k

O(k2 )
k n=2

k

Log n=k
2

O(nlog n)
2

O(nlog n)
2

تابع زیر را به روش بازگشتی حل نمائيد؟ مثال: 

T(n)=4T(     )+nlog n

n=2
k

n
2

T(   )=4T(     )+k22
k 2

k

2
T(   )=4T(     )+k22

k

2
k-1 T(   )=g(k)2

k

g(k)=4g(k-1)+k2
k k f(k)=k

d=1
b=2

g(k)-4g(k-1)=k2
k

(x-4)(x-2)=0
2

r1=4

r2=2

r3=2

c  (4)+c  (2)+c  k(2)1g(k)= 2 3

k k k

4
k

=4
Log n

2 =n
Log 4

2 =n
2

2
k

=2

Log n
2

=n

Log 2
2

=n

k2
k

=nlog n

n
2
>nlog n >n

c  (n )+c  (n)+c  (nlog n)1g(k)= 2 3

2

c  (n)+c  (nlog n)1g(k)= 2

O(n )
2
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(Divide and Conquer)روش تقسيم و حل: 

یکی از روشھای حل مسئله است که در ابتدا از مسئله اصلی شروع ميکنند و مسئله را به بخشھای کوچکتر (زیر مسئله)  و مستقل تقسيم 
 است.در ھنگام تقسيم یک مسئله بزرگ به مسائل کوچک عموما (Top-Down)ميکنند.این روش منطبق بر الگوی حل مسئله از با` به پایين 

تقسيم به دو بخش انجام ميشود.بطور کلی تعداد تقسيمات باید به نحوی انتخاب شود که کارائی الگوریتم افزایش یابد.  

نکته مھم در روش تقسيم و حل اینست که ھمه مسائل را نميتوان از روش تقسيم و حل پاسخ داد . 

 عدد صحيح ميتوان مسئله را به دو زیر مسئله تقسيم کرد. به این ترتيب که ھر زیر مسئله دارای طول  nبعنوان مثال برای یافتن بزرگترین عدد ميان 
     است،پس بزرگترین ميتوان بزرگترین عدد در ھر زیر مسئله را محاسبه کرد و در نھایت بين دو عدد بدست آمده از دو زیر مسئله بزرگترین عدد را 

 مجھول را نميتوان از روش تقسيم و حل بررسی کرد. زیرا مسائل مستقل از یکدیگر  n معادله وn بعنوان خروجی مشخص نمود. ولی دستگاه 
نيستند. 

n

2

در شرایط زیر الگوریتم تقسيم و حل برای حل یک مسئله مناسب است. 

 تایی به زیر مجموعه ھای کوچکتر و نيز ادغام آنھا مناسب باشد. n-زمان مورد نياز برای شکستن یک مجموعه 1

-زیر مسائل مستقل از یکدیگر باشند. 2

-اندازه زیر مسائل ترجيحا با ھم برابر باشند. 3

کليات روش تقسيم و حل: 

-اگر مسئله به اندازه کافی کوچک است آنرا به روش مناسبی حل کنيم. 1

-اگر مسئله بزرگ است روشی برای تقسيم آن به چند زیر مسئله پيدا ميکنيم و عمل تقسيم را انجام ميدھيم. 2

-مسائل کوچک را حل ميکنيم. 3

- پاسخ مسائل کوچک را با یکدیگر ادغام ميکنيم تا پاسخ مسئله بزرگ بدست آید. 4

الگوریتم جستجوی دودویی: 

 در این آرایه جستجو X از اعداد صحيح که بصورت صعودی مرتب شده اند وجود دارند و قرار است کليد n به طول Aفرض ميکنيم تا آرایه 
 است بازگردد.ميتوان اینگونه ادعا کرد که تنھا دو حالت پيش می آید. Xشوند و اندیس خانه ای از آرایه که شامل کليد 

-جستجوی موفق: در اینحالت لزوما کليد داده شده برابر یکی از خانه ھای آرایه است. 1

 در آرایه وجود ندارد. X-جستجوی ناموفق: در اینحالت کليد کليد 2

nn-1n
2

1 2 3

A

low high

While(low<high)

{

m=

If (x==A[m])   return m;

else if (x>A[m])

low=m+1;

else

high=m-1;

}

Cout<<”your number is not existed.”;

2

low+high

حالت غير بازگشتی 

Binary-search(A,low,high,x)

{

If (low>high) return 0;

Else

   {

    m=

    if(x==A[m]) return m;

    else if (x>A[m])   

    binary-search(A,m+1,high,x);

    else

    binary-search(A,low,m-1,x);

    }

} 

2

low+high

حالت بازگشتی 

رابطه الگوریتم جستجوی دو دویی  T(n)=T(     )+1
n
2

O(log n)مرتبه زمانی 
2

تعداد مقایسه  1

n

2
یک فراخوانی 

1
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جستجوی موفق و ناموق درالگوریتم جستجوی دودویی: 

مثال:  به شکل زیر داده شده است ،مشخص کنيد ميانگين تعداد جستجوھا در حالت جستجوی موفق و ناموفق برای ھر یک از اندیسھا؟ Aآرایه 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 3 4 7 10 14 18 19 25 30 33

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 3 4 7 10 14 18 19 25 30 33

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 2 3.5 5 8 12 16 18.5 21 28 32

تعداد مقایسه 

شماره اندیس 

شماره اندیس 
بررسی شده 

3 4 2 3 4 1 3 4 2 3 4

5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

2 2 2 2 2 8 8 8 8 8

0 0 3 3 6 6 9 9

1 4 7 10

تعداد مقایسه 

شماره اندیس 

شماره اندیس 
بررسی شده 

3 4 4 3 4 4 3 4 4 3 4

5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

2 2 2 2 2 8 8 8 8 8

0 0 3 3 6 6 9 9

1 4 7 10

35

11

4

5

82

0 3 6 9

1 4 7 10

آرایه ساختگی برای مقایسه با آرایه اصلی 

جستجوی موفق  جستجوی ناموفق 

ميانگين مقایسات 
در جستجوی موفق  =

33
11

=3=S(n)

تعداد دفعات اجراء 

طول آرایه 
=

ميانگين مقایسات 
در جستجوی موفق  =

44
12

=3.66=P(n)

Log n    or   Log n  +1-تعداد مقایسات به ازای ھر خانه از آرایه در حالت جستجوی ناموفق برابر است با 1
2 2

 ميانگين جستجوھای ناموفق باشد. P(n) ميانگين تعداد جستجوھای موفق و S(n)-اگر 2

S(n)=(1+     )P(n)-1
1
n

الگوریتم یافتن بزرگترین و کوچکترین عنصر آرایه: 

min-max(A)

{

min=max=A[0];

for (i=1;i<=n-1;i++)

    {

    if (A[i]>=max) max=a[i];

    if (A[i]<min min=A[i];

}

الگوریتم غير بازگشتی 

n-1-1+1=n-1

O(n)

2(n-1)

مرتبه زمانی 

تعداد مقایسات 

الگوریتم  بازگشتی 

D&C-min-max(A,low,high,min,max)

{

if (low==high)

max=min=A[low];

else

   If (low==high-1)

     {

      if (A[low]>=A[high]

      max=A[low];min=A[high];

      else

      max=A[high];min=A[low];

      }

   else

   {

    m=

    D&C-min-max(A,low,m-1,min1,max1);

    D&C-min-max(A,m,high,min2,max2);

    If(min1<min2) min=min1;

    else

    min=min2;

    if(max1>max2) max=max1;

    else max=max2;

   }

}

min=2

max=1

min=5

max=13

min=1

max=20

min=17

max=42

min=2 max=13 min=1 max=42

min=1 max=42

2 10 5 13 20 1 42 17

13

2

low+high

(A,0,7,min,max)

m=3

(A,0,2,min1,max1) (A,3,7,min2,max2)

(A,5,7,min2,max2)

m=1

(A,0,0,min1,max1)

A[0]=2=min1=max1

max2=A[6]=42

min2=A[7]=17

m=3

m=5

m=6

(A,6,7,min2,max2)

(A,0,7,min,max)

0 1 2 3 4 5 6 7

T(n)=2T(     )+2

n=2
k

n
2

T(1)=0

T(2)=1

T(n)=
3n

2
-2

T(n)=n
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ضرب چند جمله ایھا: 

 ھستند در ھم ضرب کنيم ،سه الگوریتم متفاوت وجود دارد که یکی از n-1 را که از درجه A(n),B(n)ميخواھيم در چند جمله ای به نامھای 
روشھا از قوانين تقسيم و حل استفاده نميکند. 

-الگوریتم غير تقسيم و حل: 1
A(n)=a  +a  x+a  x +>>+a    x 0 1 2

2

n-1

n-1

B(n)=b  +b  x+b  x +>>+b    x 0 1 2

2

n-1

n-1

) در نظر n (بطول q[0….n-1] را ميتوان بصورت B(n) ) و چند جمله ای n (بطول  P[0…..n-1] را ميتوان بصورت آرایه  A(n)آنگاه چند جمله ای 
 ضرایب چند جمله ای ھستند. C) خواھد بود که مقادیر آرایه 2n-1 (بطول C[0……..2n-2]گرفت و نتيجه ضرب این دو چند جمله ای آرایه 

C(n)=c  +c  x+c  x +>.+c     x
0 1 2

2

2n-2

2n-2

C  =a  b

C  =a  b  +a  b

C  =a  b  +a  b  +a  b

0

10

0 2

1 0

1 1 2 0

0

1

2

C  =k ∑
i=0

k

a  b
i k-i

       تو در تو خواھد بود . با بررسی الگوریتم مربوط به این روش مشخص ميشود که برای ضرب چند جمله ایھایforاین الگوریتم دو حلقه 
 وجود دارد که ميتوان نتيجه گرفت مرتبه زمانی این روش برابر            خواھد بود. n مستقل بطول forدو حلقه 

anbn ,

(n )
2

14

روش تقسيم و حل  2

 ھر کدام به دو بخش تقسيم ميشود ،سپس زیر بخشھای این دو چند جمله ای در یکدیگر nدر روش تقسيم و حل چند جمله ایھای از درجه 
 دو چند جمله ای به شکل زیر باشند.  A(x),B(x)ضرب ميشوند اگر 

A(x)=a  +a  x+a  x +>>+a    x 0 1 2

2

n
2

-1

n
2

-1

+ a   x   +a      x   +>..+a    xn
2

n
2

n
2

+1

n
2

+1

n-1

n-1

نيمه سمت چپ چند جمله ای 
A  (x)L

نيمه سمت راست چند جمله ای 

A  (x)R

( a    +a      x+a     x    +>..+a    x    )n
2

n
2

+1
n
2

+2

2

n-1

n
2

-1

x

n
2

B(x)=b  +b  x+b  x +>>+b    x 0 1 2

2

n
2

-1
+ b   x   +b      x   +>..+b    xn

2
n
2

+1 n-1

( b    +b      x+b     x    +>..+b    x    )
2

x

n
2

n
2

-1 n
2

n
2

+1 n-1

n
2

n
2

+1
n
2

+2 n-1

n
2

-1

B  (x)L

B  (x)R

2+5x-4x +7x
2 5

a =2,a =5,a =-4,a =a =0,a =70 1 2 3 4 5

A(x)= A  (x)L +A  (x)R x

B(x)= B  (x)
L +B  (x)

R
x

n
2

A(x).B(x)= A  (x).L B  (x)L

0

n
2

A(x)=

+ A  (x).L B  (x)R + A  (x).R LB  (x) x

n
2

+ A  (x).B  (x)R R
.x

n

5+2x-10x +9x +x -8x
2 3 4 5

5+2x-10x +x (9+x-8x )
32 2

A  (x)L A  (x)R

T(n)=4T(      )+n
2

θ (n)

O(n )
2

A * B

Z=( A  (x)+L RA  (x)).(B  (x)+L
B  (x))

R = A  (x).L B  (x)L + A  (x).L B  (x)R + A  (x).R B  (x)L + A  (x).B  (x)R R

B*A

*=Z-A-B

T(n)=3T(      )+n
2

θ (n)

θ (n        )
Log 3

2

برابر             است.          برابر          است و مرتبه زمانی محاسبه مجموع دو ماتریس nنکته: مرتبه زمانی دو چند جمله ای از درجه  θ (n)n   nθ (n )
2
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محاسبه  3a
n

n=1

a
n

a

n=2k(a  )
n
2 2

n=2k+1a.a
n-1 θ nO(     )

 وبشکل زیر استفاده n بطول forبرای محاسبه     بصورت خطی ميتوان از یک حلقه 
نمود. ميتوان اینگونه ادعا نمود که مرتبه زمانی این روش خطی برابر         است. 

a
n

θ (n)

P=1;

For(i=1;i<=n;i++)

P*=a;

به روش خطی:  محاسبه      a
n

به روش تقسيم وحل  محاسبه      a
n

با توجه به اینکه محاسبه    در این فرمول وابستگی مستقيم به 
محاسبه     دارد مرتبه زمانی آن کمتر خواھد بود. تابع بازگشتی 

بدین صورت ميباشد. 

a
n

a
n
2

Int f(it n)

{

If (n==1) return a;

Else if (n%2==0) return (pow(f(    ),2);

Else return (a*f(n-1);

}

n
2

θ (log n)
2

 مفروض است تعداد مقایسه ھای `زم برای یافتن کمترین و بيشترین عدد در بين آرایه را محاسبه کنيد؟(از بھترین فرمول در 2k بطول Aآرایه مثال: 
مرتبه زمانی استفاده شود) 

T(n)=
3n

2
-2

n=2k 3(2k)

2
-2 =3k-2

الگوریتم مرتب سازی ادغامی  4(Merge Sort)

تایی از اعداد داشته باشيم آنگاه در مرتب سازی ادغامی این آرایه به دو بخش برابر تقسيم ميشود که ھر بخش جداگانه  nاگر یک آرایه 
مرتب خواھد شد و حاصل این دو بخش مرتب شده به گونه ای ادغام ميشود که آرایه نھایی نيز مرتب شده باشد.در مرتب سازی ادغامی 
تقسيم آرایه تا زمانی ادامه پيدا ميکند که ھر بخش شامل یک عضو از آرایه باشد ،آنگاه دو زیر آرایه تک عنصری با یکدیگر ادغام شده و زیر 

آرایه ھای سطح با`تر خود را می سازند. 

 به شکل زیر است. Merge-Sortالگوریتم 
-اگر تعداد عناصر آرایه بحد مناسبی کم باشد نيازی به مرتب سازی ادغامی نيست ( یعنی یک عدد)  1
-در غير اینصورت اندیس عنصر ميانی را پيدا کن 2
-نيمه سمت راست و چپ آرایه را بطور جداگانه و به روش مرتب سازی ادغامی مرتب کن 3
-دو نيمه مرتب شده آرایه را به گونه ای ادغام کن که آرایه نھایی مرتب مرتب باشد. 4

T(n)=2T(      )+n
2

θ (n)

θ (n log n)

 مقایسه انجام ميدھد. )  n-1،این تابع در بدترین حالت Remerge( زمان `زم برای اجرای تابع 

Merge sort(A,low,high)

{

If (low==high) return 0;

Else

m=

Merge sort(A,low,m)

Merge sort(A,m+1,high)

Remerge(A,low,high,m)

m برای این ذکر ميشود که اشاره گر برای مقایسه از m .جلوتر نرود 

 بشکل زیر وجود دارد درخت بازگشتی و ترتيب فراخوانيھا را به روش مرتب سازی ادغامی بدست آورید؟ Aآرایه آرایه مثال: 

74391924517203105

R=remerge

M=merge sortM(0,4)

M(0,2) M(3,4) R(0,4)

M(0,1) M(2,2) R(0,2)

M(1,1) R(0,1)

M(3,3) M(4,4) R(3,4)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2

low+high

12
3

4
5

2

3

4

5 6 7

8 9

10

11 12 13

14

M(0,0)

M(5,9)

M(5,7) M(8,9) R(5,9)

M(5,6) M(7,7) R(7,7)

M(5,5) M(6,6) R(5,6)

M(8,8) M(9,9) R(8,9)

15

16

17

18 19 20

21 22

23

24 25 26

27

R(0,9)

28

M(0,9)

1

A

74391924517203105 92744539120171053

92744539201710531

A
دو نيمه مرتب شده 

آرایه مرتب شده 

15

در این روش از یک آرایه کمکی برای درج 
نھایی مرتب سازی استفاده ميگردد. 
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زمانی آن چقدر است؟  order ترتيب شکستن آرایه بشکل زیر باشد merge-sortاگر در الگوریتم مثال: 

1

1 2 n

0 1 2 n

T(n)=T(1)+T(n-1)+θ (n)

0 T(1)+T(n-1)+θ (n)

 T(n)=T(1)+T(n-1)+θ (n)

T(1)+T(n-2)+θ (n)

T(1)+T(n-3)+θ (n)

T(1)+T(1)+θ (n)




.

=T(1)+T(n-2)+θ (n)=>>=T(1)+T(1)+θ (n)

0 0

 بار       تکرار ميشود که اگر            در نظر بگيریم nبه تعداد 
مرتبه زمانی برابر      ميشود. 

θ (n)θ (n)=n

n

2

O(n )

الگوریتم مرتب سازی سریع  4(Quick Sort)

)بشکلی که در ھر بار اجرای حلقه مرتب سازی مکان صحيح محمر انجام Pivotمبنای این مرتب سازی تعيين یک عدد ميباشد(محور 
ميشود.بعبارت دیگردر ھر بار اجرای حلقه مرتب سازی ،عناصر قبل از محور ،کوچکتر از عدد و عناصر بعد از محور بزرگتر مساوی محور است. 

L

P

L
+
1

n

<P >P

الگوریتم مرتب سازی سریع شامل سه بخش است.  

 را پيدا ميکند)  Pivot که Partition-الگوریتم مربوط به پيدا کردن مکان محور در ھر بار اجرای حلقه ( تابع 1

 برای عناصر کوچکتر از محور Quick Sort- فراخوانی تابع بازگشتی 2

 برای عناصر بزرگتر مساوی محور Quick Sort- فراخوانی تابع بازگشتی 3

Quick sort (A,low,high)

{

If(low<high)

    {

    p=partition(A,low,high)

    Quick sort(A,low,p-1);

    Quick sort(A,p+1,high);

    }

}

Partition (A,low,high)

{

P=A[low],i=low,j=high+1;

    Repeat

    {

    Repeat i++; until A[i]>=p;

    Repeat j-- ;until A[j]<p;

    If(i<j) Swap (A[i],A[j]);

    }

    Until (i>=j);

Swap (A[low],A[j]);

Return j;

}

Pseudocode Quick Sort Pseudocode Partition

الگوریتم مرتب سازی سریع را تا سه مرحله بر روی آرایه داده شده اعمال نمائيد؟ مثال: 

0

A

→

P,i

→ j

i  بسمتj حرکت ميکند تا از P بزرگتر شود و بلعکس 

J<Pi>P

8

1
2 5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

48236763103943175

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

48173676431039325

→

J<P

→

i>P

→

i>P

→

J<P

8

J pass i then j=P

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

48173676431039523

P

P

0 1

23

P

3 4 5 6 7 8 9

48173676431039

P

→

J<P

0 1

32

→

J<P

→

i>P

5 8

3 4 5 6 7 8 9

48437636171039

P

→

i>P

3 4 5 6 7 8 9

48437639171036

→

J<P

→

i>P

→

J<P

P

3 4 5

171036

7 8 9

484376

P P

3 4 5

361017

P

7 8 9

764348

3 4

1017

P

3 4

1710

P

P

7 8

4348

P

7 8

4843

P

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

76484339361710532

P PP P

2

16
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55234942 218720

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

90 5

→

J<P

P →

i>P

5523495 218720

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

90 42
P

→

J<P

→

i>P

5523495 201872

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

90 42

P

5 1872

0 1 2 3

552349

5 6 7 8 9

90 42

P P

552349

5 6 7 8 9

90 42

P

→

J<P

902349

5 6 7 8 9

55 42

P

2349

5 6 7 8

55 42

P

2349

5 6 7 8

42 55

P

2349

5 6 7

42

PP P P

4923

5 6 7

42

P

4942

5 6 7

23

→
J<P

→

i>P

→

J<P

→

i>P

P

الگوریتم مرتب سازی سریع را تا شش مرحله بر روی آرایه داده شده اعمال نمائيد؟ مثال: 

) تا P انتخاب ميشود(اولين 20در مرحله اول عدد 
مکان دقيق آن مشخص شود،برای مشخص شدن 

 جابجا 8 با 1 خانه اندیس 20مکان دقيق عدد 
ميشود. 

 بعنوان 2در مرحله دوم اجرای پارتيشن عدد 
محور انتخاب ميشود تا مکان دقيق آن مشخص 

 با توجه به 2شود-برا ی تعيين مکان دقيق عدد 
 درست ميباشد ھيچگونه جابجایی 2اینکه جای 

انجام نميشود. 

در مرحله سوم ،چھارم و پنجم نيز وقتی تابع پارتيشن اجرا ميشود با 
 بودن ھيچگونه جابجایی صورت نميگيرد. sortتوجه به 

مشخص ميشود که 90در مرحله ششم اجرای این تابع مکان دقيق عدد 
) 9 با5برای تعيين این عدد یک جابجایی انجام ميشود ( خانه اندیس 

9049425 201872

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

23 55

 را بدست آورید. ؟ quick-sort فرض شود زمان اجرای الگوریتم Lاگر درحالت کلی محور آرایه اندیس ،مثال: 
 
 
 
 

L

L
+
1

L
-1

1 n

L+1→n1→L-1

θ

T(n)=T(L-1)+T(n-L)+   (n)

1→L-1 L+1→n

(L-1)-1+1=L-1 n-(L+1)+1=n-L

+ ابتدا - انتھا 1
 

  (L=1)اگر در ھر مرحله مکان دقيق محور، خانه اول آن زیر آرایه شود. حالت اول: 

 
L n-1

n-2L

L n-3

T(n)=T(0)+T(n-1)+   (n)

θ

=0+T(n-1)+   (n)θ

T(n)=T(0)+T(n-2)+   (n)θ =0+T(n-2)+   (n)θ
→

→

T(n)=T(0)+T(n-3)+   (n)θ =0+T(n-3)+   (n)θ


..


..

=θ (n)+ θ (n)=.+

n
θ (n )

2

 یعنی اگر آرایه صعودی باشد و بخواھيم صعودی مرتب کنيم یا نزولی باشد و بخواھيم نزولی مرتب کنيم. 

 

  (L= n)اگر در ھر مرحله مکان دقيق محور ،خانه آخر آن زیر آرایه شود. حالت دوم: 

 
L

L

L


..

n-1

n-2

n-3

T(n)=T(n-1)+T(0)+   (n)θ

T(n)=T(n-2)+T(0)+   (n)

T(n)=T(n-3)+T(0)+   (n)

θ

θ

=T(n-1)+0+   (n)θ

=T(n-2)+0+   (n)θ

=T(n-3)+0+   (n)θ

=θ (n)+ θ (n)=.+

n
(n )

2
θ

 یعنی اگر آرایه صعودی باشد و بخواھيم نزولی مرتب کنيم یا نزولی باشد و بخواھيم صعودی مرتب کنيم. 

 


..

→
→

  (     =L)اگر در ھر مرحله مکان دقيق محور، خانه وسط آن زیر آرایه شود. حالت سوم: 

 

n
2

T(n)=T(   )+T(       )+   (n)

n
2

n
2

+1

T(n)=T(      )+T(          )+   (n)n
2

+1

n
2

θ

θ

ازآنجائيکه در محاسبه مرتبه زمانی ثابتھا و حد پایين و با` 
 حذف ميشوند به رابطه زیر می رسيم.

 
T(n)=2T(     )+    (n)θn

2

θ (nlog n)

 بھترین حالت حالت سوم است و بدترین حالت ،حالت اول و دوم quick-sortدر 
 

فرمول کلی مرتبه زمانی الگوریتم 
جستوی سریع ،در حالت متوسط 

 

T(n)=     T(x-1)+T(n-x)+   (n) =nlog nθ∑
x=1

n

17
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روش حریصانه 5

در این روش حل مسئله ھمواره سعی ميشود که برای حل یک مسئله ،پر ارزشترین و در عين حال مطلوبترین انتخاب را استفاده کرد. بنابراین 
ميتوان نتيجه گرفت روش حریصانه در مسائل بھينه سازی کاربرد فراوان دارد. 

Greedy

در مسائلی که از طریق الگوریتم حریصانه حل ميشود ممکن است شرایط به گونه ای باشد که روند حل مسئله به بن بست برسد و یا پاسخ 
نھایی بھينه نباشد. در الگوریتم حریصانه مجموعا سه تابع استفاده ميشود که به شرح زیر است. 

 : مجموعه ای از کاندیدھا ميباشند که یک جواب از مسئله و در صورت وجود زیر مجموعه ای از آن محسوب ميشود. C-مجموعه 1

: مجموعه جواب است که در ابتدا تھی است و با پيشرفت حل مسئله و در صورت وجود جواب و ھمگرا بودن مسئله این مجموعه S-مجموعه 2
تکميل ميشود. 

: مجموعه جواب است که در ابتدا تھی است و با پيشرفت حل مسئله و در صورت وجود جواب و ھمگرا بودن مسئله این مجموعه S-مجموعه 2
تکميل ميشود. 

 
 است که با شرط الگوریتم مطابقت داشته باشد.پس از تعيين C وخروجی آن بھترین عضو مجموعه C : ورودی این تابع مجموعه ()select- تابع 3

 حذف ميکند. C آن عضو را از مجموعه select تابع Cیک عضو از مجموعه 

 x داده ميشود این تابع بررسی ميکند که آیاfeasible بعنوان ورودی به تابع S    X ،حاصل C از مجموعه x : پس از انتخاب عنصر ()Feasible-نابع 4
 اضافه ميشود.  S  بهx باشد True اضافه شود یا خير.اگر پاسخ Sميتواند به 

U

 یک پاسخ کامل ازمسئله است یا خير.خروجی این S را بعنوان ورودی دریافت ميکند و بررسی ميکند که آیا S : این تابع مجموعه ()Solution-تابع 5
 تابع به اتمام ميرسد) true است.(در صورت  False  یاTrueتابع 

Function Greedy (c:set):set

s φ
While (c=    and not(solution() ))φ
{

x Select(c) ;

c c\{x};

If (feasible (sU{x})

s sU{x};
}

If (solution (s))

return s;

else

Print (“there are no solution”)

(c:set):set مجموعهC .را ميگيرد و جواب را بصورت یک مجموعه ميدھد 

c=    and not(solution()φ .آیا کاندیداھا خالی شدند و آیا به جواب رسيده است

x Select(c) ; انتخاب بھترین عضو

c c\{x}; .بھترین انتخاب از کاندیداھا حذف ميشود

If (feasible (sU{x}) (توجيه پذیر است)اگر مجموعه بدون مشکل بود

If (solution (s)) .آیا راه حل پيدا شده است

:Huffman Codeالگوریتم اول:الگوریتم ھافمن 

یکی از روشھای سریع برای فشرده سازی فایلھای متنی روش ھافمن است در این روش فایل ورودی کارکتر به کاراکتر خوانده ميشودو فراوانی 
ھر کاراکتر محاسبه می شود و متناظر با ھر یک از کاراکترھای موجود در الگوریتم ھافمن ، یک برگ برای درخت ھافمن در نظر گرفته ميشود در 

این الگوریتم عمل زیر آنقدر انجام ميشود تا به ریشه درخت برسيم. 

از بين برگھای موجود که دارای برچسب فراوانی کاراکترھای خود ھستند دو برگ مينيمم را انتخاب ميکنيم و با یکدیگر ادغام ميکنيم( گره کوچکتر 
سمت چپ و گره بزرگتر سمت راست)  و گره جدیدی ایجاد ميشود که برچسب آن معادل مجموع فراوانيھای دو برگ ادغام شده است. 

خواھند بود. 0 و یالھای سمت چپ دارای وزن 1پس از ایجاد درخت دودویی ھافمن (ھر گره دو فرزند دارد) یالھای سمت راست دارای وزن 

 را از ریشه تا برگ مربوط به آن کارکتر بدست می آوریم.  0،1سپس برای محاسبه کد ھر کاراکتر دنباله 

با توجه به جدول کاراکتر و فراوانيھای داده شده به موارد زیر پاسخ دھيد؟ مثال: 

char fi code n

a 10 101 3

c 2 0000 4

e 15 01 2

7 001 3

t 20 11 2

d 3 0001 4

o 8 100 3

b

c d

5 b

12

o a

18e

27

t

38

65
0 1

1

1

1

0

0

0

0 1

0 1

101110010000
a t b c

∑fi(      )*8=65*8=520 تعداد بيتھای کل قبل از روش ھافمن

(fi∑ *(8-n))=

=at   cb

10*5+2*4+>.+8*5=355

تعداد بيتھای کل بعد از روش ھافمن 

تعداد بيتھای صرفه جویی شده در روش ھافمن 

=520-355=165
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ai2 که فراوانی ھر     از رابطه       بدست می آید. (a1,a2,…..,an) کاراکتر وجود دارد nدر متنی مثال: 
i-1

الف) درخت ھافمن مربوط به این متن را مشخص کنيد؟ 

ب) طو`نيترین کد ھافمن مربوط به کدام کاراکتر و چيست؟ 

fi

1

2

4

8

ai

a1

a2

a3

a4

an 2
n-1

an-1 2
n-2

>
.

>
.

a1 a2

3 a3

7 a4

15

>
>

15 an

>
>

>
>

2
n-1

2
n-1

-1
2

n-1

-1+ 2
n-1

= 2(2
n-1

) -1= 2
n-1

-1

2
n-1

a1a2 ميباشد ودر این مسئله     و      است. n-1طو`نيترین کد ھافمن در بدترین حالت 

ھميشه تعداد یالھا یک واحد کمتر از تعداد گره ھا است. 

با توجه به متن زیر حجم فایل فشرده شده چند بيت خواھد بود اگر فشرده سازی از روش کد ھافمن انجام شود؟ تمرین: 

this  is  the  set  that  has  to  be  setb b b b b b b b

char fi code n

t 7

h 4

i 2

8

s 5

e 4

a 2

b

b 1

o 1

o b

2 a

4i

6s

11

19

b

h e

8t

15

34
10

10

0 1

1

1

1

1

10

0

0

0

0

00

010

1110

110

10

11111

111101

111100

011

2

3

4

2

3

3

5

6

6
∑ fi(      )تعداد بيتھای کل قبل از روش ھافمن 272=8*34=8*

(fi∑ *(n)= 7*2+4*3+2*4+8*2+5*3+4*3+2*5+1*6+1*6=99
تعداد بيتھای کل بعد از روش ھافمن 

o b

2

char fi code

t 7

h 4

i 2

8

s 5

e 4

a 2

b

b 1

o 1 e

6

a i

4 h

85

11

t

15

b

19

34

1

0

0 1

0

1

0 1

0 1

0 1

0 1

0 1

10

011

0101

11

000

0011

0100

00100

00101

n

2

3

4

2

3

4

4

5

5

حدالمکان سعی ميکنيم اعداد را از جدول انتخاب کنيم،اولویت استفاده از اعداد جدول ميباشد 
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Minimum Spanning Tree (MST)الگوریتم یافتن درخت پوشای مينيمم : 

 باشد. V یک مجموعه از زیر مجموعه ھای دو عضوی E مجموعه متناھی از رئوس و V یک گراف ساده است اگر G(V,E)ميگویيم گراف ساده: 

گرافی متصل ھمبند که فاقد دور است ،در یک درخت این رابطه برقرار است. درخت: 

V=Vector ,E=Edge راس یا گره یال 

|V|=|E|+1

ھرگاه یال در یک گراف برچسب در نظر بگيریم آنگاه گراف وزن دار بدست می آید.  گراف وزن دار: 

 است ،این درخت لزوما ھمبند است. G یال از گراف V-1 و G شامل ھمه رئوس Gدرخت پوشای گرافی مانند درخت پوشا: 

 گفته ميشود. MSTدرخت پوشایی است که مجموع وزن یالھای آن کمينه ( مينيمم) باشد. به این درخت اصطeحا درخت پوشا مينيمم: 

: Primالگوریتم 
 را در ھرمرحله با ایجاد یک درخت ھمبند که دارای حد اقل مجموع وزن است ایجاد ميکند. در این MSTطرز کار این الگوریتم بدین شکل است که 

 خارج شده است یک یال با کمترین وزن A بعنوان راس مبدا انتخاب ميشود ،سپس بين یالھایی که از Aالگوریتم ابتدا یک راس دلخواه مانند 
 متصل کرده B را به گره A که گره e به مجموعه گره ھای بازدید شده اضافه ميشود و ھمچنين یال Bانتخاب ميشود و گره مقصد آن مانند 

است به مجموعه جواب اضافه ميشود. 

 را دارد انتخاب ميشود و در صورتيکه اضافه شدن این یال به A ویالھای بازدید نشده Bدر مرحله بعد یالی که کمترین وزن را بين یالھای خروجی 
درخت ،دور ایجاد نکند این یال به مجموعه جواب اضافه ميشود ،این عمل تا جایی ادامه پيدا ميکند که ھمه راسھای گراف بازدید شود. 

 )؟ b بدست آورید (شروع با راس Prim به شکل زیر را طبق الگوریتم Gدرخت پوشای مينيمم برای گراف مثال: 

a

b

c

de

15

3

5

1

2
27

     رئوس 
 بازدید شده 

یال انتخابی 
راس بازدید 
شده جدید 

ایجاد دور؟  مجموع وزن 

{b} (b,e) {e} F 2

{b,e} (e,c) {c} F 7

{b,c,e} (c,d) {d} F 9

{b,c,d,e} (a,d) {a} F 10

{a,b,c,d,e} 10

MST

a

b

c

de

20

O(|V |)

 Primمرتبه زمانی و شبه کد الگوریتم 

Procdure prim(v,E,T)

T_∅
Tv_{1}

While |T| < n-1 do

Select e= (u,v) with minimum cost from E such that u∈Tv and v∉Tv

if there is no any such edge then

exit

endif

add e to T

add v to Tv

repeat

if |T|<n-1 then write ('no spanning tree') endif

end.

 مرتبه زمانی 
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 نشان ميدھد.گره ای که با دایره مشخص شده است نقطه Primدر گراف روبرو لبه ھای پررنگ درخت پوشای حداقل را با استفاده از الگوریتم تمرین: 
شروع الگوریتم است ،در اینحالت آخرین گره ای که به درخت پوشا متصل شده دارای چه وزنی است.؟ 

4

8 7

4 9

7

9

21

78

11

4

     رئوس 
 بازدید شده 

یال انتخابی 
راس بازدید 
شده جدید 

ایجاد دور؟  مجموع وزن 

{e} (e,b) {b} F 2

a b c

d
e

2

f

g h i

a b c

d
e

f

g h i

{e,b} (e,h) {h} F 6

{e,b,h} (g,h) {g} F 7

{e,b,g,h} (i,h) {i} F 9

{e,b,g,h,i} (b,c) {c} F 16

{e,b,c,g,h,i} (c,f) {f} F 23

{e,b,c,f,g,h,i} (a,b) {a} F

*

{a,e,b,c,f,g,h,i} (a,d) {d} F 35

{a,e,b,c,d,f,g,h,i} MST

4

8 7

7

21

4

2

 باشد آنگاه کدام گزاره درست است. MST یک  Mگراف بی جھت ،Gاگر تمرین: 

4

 کوتاھترین مسير وجود دارد. V1,V2 مسير بين ھر جفت راس Mالف) در 

 کوتاھترین مسير ھستند.  Mب)ھمه مسيرھای موجود در 

 . است 8 وزن آن MST ميتوانست باشد و لی در 4=(b,i)الف و ب یکی ھستند و جواب ھر دو غلط ھستند. چون 

 اگرچه مجموع وزن یالھای حاصل مينيمم است ولی مسير بين ھر دو راس در این درخت نسبت به گراف اوليه ممکن است MSTدر درخت 
مينيمم نباشد.   

 وجود دارد که ھر بار محور را در بازه Randomaize quick Sortمدل خاصی از الگوریتم مرتب سازی سریع بنام مرتب سازی سریع تصادفی تمرین: 
θمربوطه تصادفی انتخاب ميکند ،باچه احتمالی مرتبه زمانی این الگوریتم مرتب سازی برابر       است.   (n )

2

21

31

الگوریتم کروسکال: 

 اضافه ميشوند تا MSTطرز کار این الگوریتم بدین صورت است که ابتدا ھمه یالھای موجود در گراف بصورت صعودی مرتب ميشوند و به ترتيب به 
 ایجاد نشود ،برای ساخت این درخت ،الگوریتم کروسکال جنگلھای متمایز را به یکدیگر متصل ميکند. MSTجائيکه دور در درخت 

Kruskal

θ  ميباشد. (n logn)  ميباشد. ھمه الگوریتمھای مرتب سازی بصورت متوسط مرتبه زمانی آنھا O(|E| log| E|)مرتبه زمانی الگوریتم کروسکال برابر نکته: 

الگوریتم کروسکال بطور کلی از دو بخش تشکيل شده است. 
 
-مرتب سازی صعودی یالھای گراف 1
 
 یال با کمترین وزن که دور در درخت ایجاد نکند n-1-انتخاب 2

(nlog n)=   (E log E)θ θ

(n)=   (|V|)θ θ
(nlog n)θ

قانون گراف: 

گراف پر: یعنی از ھر راس به ھمه راسھای دیگر یک یال برقرار باشد. 

V

E=
V(V-1)

2
=6

|V|-1 < |E| <
|V|(|V|-1)

2

گراف خلوت 

درخت پوشا مينيمم 

تعداد یالھای یک گراف ھميشه در این معادله صدق ميکند. 

Prim       O(V  )
2

Kruskal   O(E logE )

گراف خلوت 

گراف پر 

Prim         O(V  )
2

|E|    |V|

|E|    |V|

~

~

Kruskal O(V logV)

Prim         O(V  )
2

Kruskal O(V logV )
2 2

 بھتر است و درحالت Kruskalدر حالت گراف خلوت الگوریتم 
بھتر است.  Primگراف پر الگوریتم 
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MST

MST

 مربوط به گراف داده شده را محاسبه کنيد؟(به روش کروسکال) MSTوزن مينيمم درخت تمرین: 

1
7 4

3

6

10

4

5

2

A

B C

F
D

E

     رئوس 
 بازدید شده 

یال انتخابی 
رائوس بازدید 
شده جدید 

ایجاد دور؟  nمجموع وزن 

A

B C

F
D

E

1

(A,B) 1 {A,B} F 1

{A,B}

2

(C,D) 2 {C,D} F 3

{A,B,C,D}

3

(C,F) 3 {F} F 6

{A,B,C,D,F}

4

(A,C) 4 F 10

4

{A,B,C,D,F} (B,E) 5 {E} F 14

{A,B,C,D,E,F}

 مربوط به گراف داده شده را محاسبه کنيد؟(به روش کروسکال) MSTوزن مينيمم درخت تمرین: 

b

a

d
ef

c

1

7

3

3

1 2

2
5

4

2

1

b

a

d
ef

c

     رئوس 
 بازدید شده 

یال انتخابی 
رائوس بازدید 
شده جدید 

ایجاد دور؟  nمجموع وزن 

(a,b) 1 {a,b} F 1

8

1

1

1

{a,b} (c,e) 2 {c,e} F 2

{a,b,c,e} (e,f) 3 {f} F 3

2

{a,b,c,e,f} (c,d) 4 {d} F 5

{a,b,c,d,e,f} (e,d) T

2

{a,b,c,d,e,f} (b,d) 5 F 7

Dijekstraالگوریتم دایجسترا: 

( الگوریتم محاسبه کوتاھترین مسير از گره مبداء به ھمه گره ھا)  

فرض کنيم ميخواھيم در یک گراف جھت دار که ھمه یالھای آن با اعداد نامنفی برچسب خورده اند،فاصله یک گره مشخص را که گره مبداء ناميده 
ميشود در بھترین حالت با سایر گره ھا محاسبه کنيم. پياد سازی این الگوریتم با استفاده از ماتریس مجاورت انجام ميشود که درایه ھای ماتریس 

برچسبھای مربوط به یالھای گراف ھستند. 

Procedure Dijekstra (L  [1...n,1...n]:array [2...n]

Array D[2...n]

{initialization}

C        {2,3,>.,n}

For i=2 to n Do

D[i]=L  [1,i]

{Greedy loop}

Repeat n- 2 times

{

V        some elements of C that minimizing D[V]

C        C\{V}

S         S U{V}

For each W   C  Do

D[W]        min{d[w],d[v]+L [V,W]}

}

Return D;

1

1

∈
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الگوریتم دایجسترا را برای گراف زیر پياده سازی کنيد؟ تمرین: 

10

100 30

50

20
10

50

5

1

25

34

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

0

∞

50 30 100 10

0 ∞ ∞ ∞

∞ 5 0

0

0

∞ ∞

∞

∞

∞

∞ ∞

20 0

10

Step V C D[2...n]

د 
ار
 د
ط
س
وا
ش 

نق

C [2,3,..n]

1 {2,3,4,5} [50,30,100,10]

L1[1,i]

2 5 {2,3,4} [50,30,20,10]

D[2]=min{D[2],D[5]+L  [5,2]}1
50 2 به 1از  10 ∞

∞
50

*
3 4 {2,3} [50,30,20,10]

4 3 {2} [35,30,20,10]
*

5 2 {} [35,30,20,10]
 انتخاب ميشود که C : راسی از Vانتخاب 

 مينيمم است. Cمقدار آن در 

جواب:  2،3،4،5 به 1کوتاھترین فاصله از گره [35,30,20,10]

الگوریتم دایجسترا را برای گراف زیر پياده سازی کنيد؟و تعيين کنيد که چگونه ميتوان عeوه بر وزن کوتاھترین مسير ،گره ھای کوتاھترین مسير تمرین: 
 یا واسطھا را محاسبه نماید.) (V)را مشخص کرد؟(یعنی یک خط به شبه کد اضافه شود تا شماره واسط 

2 3

5 4

1
40

70

100

70

510

50

25

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

0

∞

∞

40 ∞ 70 50

0 70 ∞ ∞

∞ 0 ∞
∞ 5 100 0 ∞

∞ ∞ 10 25 0

Step V C D[2...n]

1 {2,3,4,5} [40,    ,70,50]∞
2 {3,4,5} [40,110,70,50]

*
3

2

5 {3,4} [40,60,70,50]

4 4 {3} [40,60,70,50]

5 3 {} [40,60,70,50]

None 0..1 Knap Sackالگوریتم کوله پشتی غير صفر و یک: 

 است ،ميخواھيم اشياء را M است. ظرفيت کوله پشتی برابر  P و ارزش  W دارای وزن iتعدادی شی و یک کوله پشتی موجود است ،ھر شی 
به گونه ای انتخاب کنيم که او` از ظرفيت کوله پشتی بيشتر نشود و دوما ارزش موجود در کوله پشتی حداکثر شود . راه حل این مسئله بدین 

صورت است که چون وزن شی در انتخاب شی تاثير منفی و ارزش شی در انتخاب آن تاثير مثبت دارد ،بھترین حالت اینست که اشياء را به 
ترتيب نزولی و بر اساس نسبت        انتخاب نمود. 

ii

iP

iW

ابتدا اشياء بر اساس        و بصورت نزولی مرتب ميشوند. سپس این اشياء بطور کامل و به ترتيب به کوله پشتی اضافه ميشوند تا جائيکه با 
انتخاب یک شی مجموع وزن از کوله پشتی بيشتر شود ،آنگاه کسری از آخرین شی به کوله پشتی اضافه ميشود و اجراء به پایان ميرسد. 

iP

iW

Knap Sack (P,W,M,n,X)

{

PW-Sort (P<W,n);

For (i=0 ;i<n;i++)

X[i]=0;

rc=M

For (i=0;i<n;i++)

{

If (W[i]>rc) Break ;

X[i]=1;

rc-=W{i};

}

If (i<=n-1)

X[i]=   

}

rc

W{i]

تابع مرتب سازی نزولی بر اساس نسبت ارزش به وزن 

 را صفر ميکند xکل آرایه 

 ریخته ميشود. rcمقدار دھی اوليه در 

 کامل انتخاب شده است. xیعنی 

P آرایه ارزش اشياء

W آرایه وزن اشياء

M ظرفيت کوله پشتی

n تعداد اشياء

X آرایه خروجی

rc ظرفيت باقيماندهremaining content

[40,60,70,50]جواب: 

23

∞
*

w
w

w
.fr

ee
ba

y.
ir

http://www.freebay.ir


) M= 50با توجه به جدول اشياء داده شده مراحل اجرای الگوریتم کوله پشتی صفر و یک را تعيين کنيد؟(ظرفيت کوله مثال: 

Object 

1

P W PW-SortW

P
در ابتدا سه ستون اول را داریم.  

20 5

2 30 15

3 5 5

4 50 1

5 50 20

6 30 50

4

2

1

50

2.5

0.6

1

3

4

0

2

5

W [1,5,20,15,5,50] P [50,20,50,30,5,30] X [0,0,0,0,0,0]

1) W  =10 , rc=50 → { x[0]=1 ,rc=49}

2) W  =51 rc=49 → { x[1]=1 ,rc=44}

3)
2 rc=44 → { x[2]=1 ,rc=24}W  =20

4) rc=24 → { x[3]=1 ,rc=9}W  =153

5) rc=9 → { x[4]=1 ,rc=4}W  =54

6) rc=4 → { x[5]=                 =0.08,rc=0}W  =505

rc
w[i]

=
4
50

X [1,1,1,1,1,0.08] جواب

P=50+20+50+30+5+30*0.08=157.4 ارزش کولهP
Total

∑
−

=

1

0

][].[
n

i

ipix=

) M= 50با توجه به جدول اشياء داده شده مراحل اجرای الگوریتم کوله پشتی صفر و یک را تعيين کنيد؟(ظرفيت کوله مثال: 

Object 

1

P W PW-SortW

P
در ابتدا سه ستون اول را داریم.  

20 10

2 30 15

3 5 5

4 50 1

5 40 20

6 30 50

2

2

1

50

2

0.6

3

2

4

0

1

5

W [1,20,15,10,5,50] P [50,40,30,20,5,30] X [0,0,0,0,0,0]

1) W  =10 , rc=50 → { x[0]=1 ,rc=49}

2) W  =201 rc=49 → { x[1]=1 ,rc=29}

3)
2 rc=29 → { x[2]=1 ,rc=14}W  =15

4) rc=14 → { x[3]=1 ,rc=4}W  =103

5) rc=4 →W  =54

X [1,1,1,1,0.8,0] جواب

P=50+40+30+20+5*0.8+0=144 ارزش کوله

{ x[4]=                 =0.8,rc=0}=
5

rc
w[i]

4

Object 

1

P W PW-SortW

P

30 20

2 5 30

3 50 10

4 40 20

5 25 5

6 10 20

 کيلوگرم و شش شی به شرح زیر وجود دارد ارزش نھایی در کوله پشتی را محاسبه کنيد؟ 100کوله پشتی با وزن مثال: 

1.5

0.16

5

2

5

0.5

0

1

2

3

4

5

W [10,5,20,20,20,30] P [50,25,40,30,10,5] X [0,0,0,0,0,0]

1) W  =100 , rc=100 → { x[0]=1 ,rc=90}

2) W  =51 , rc=90 → { x[1]=1 ,rc=85}

3) W  =202 , rc=85 → { x[2]=1 ,rc=65}

4) W  =203 , rc=65 → { x[3]=1 ,rc=45}

5) W  =204 , rc=45 → { x[4]=1 ,rc=25}

6) W  =305 , rc=25 → { x[5]=                 =0.83,rc=0}=
30

rc
w[i]

25

X [1,1,1,1,1,0.83] جواب

P=50+25+40+30+10+5*0.83=159.15 ارزش کوله

24

X[i] نشان دھنده اینست که چه کسری از W 
 یعنی انتخاب نميشود  X[i]=0انتخاب ميشود.

 یعنی کامل انتخاب ميشود.  X[i]=1و

 ھا یکسان بود در مرحله اول بر اساس P/Wاگر 
P بيشتر مرتب ميکنيم و اگر P ھا نيز مساوی 

 را مرتب PW-Sort    کمتر Wبود بر اساس 
سازی ميکنيم. 
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الگوریتم دایجسترا را برای گراف زیر پياده سازی کنيد؟و تعيين کنيد که چگونه ميتوان عeوه بر وزن کوتاھترین مسير ،گره ھای کوتاھترین مسير تمرین: 
 یا واسطھا را محاسبه نماید.) (V)را مشخص کرد؟(یعنی یک خط به شبه کد اضافه شود تا شماره واسط 

2 3

5 4

1
40

70

100

70

510

50

25

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

0

∞

∞

40 ∞ 70 50

0 70 ∞ ∞

∞ 0 ∞
∞ 5 100 0 ∞

∞ ∞ 10 25 0

Step V C D[2...n]

1 {2,3,4,5} [40,    ,70,50]∞
2 {3,4,5} [40,110,70,50]

*
3

2

5 {3,4} [40,60,70,50]

4 4 {3} [40,60,70,50]

5 3 {} [40,60,70,50]

[40,60,70,50]جواب: 

Procedure Dijekstra (L  [1...n,1...n]:array [2...n]

Array D[2...n]

{initialization}

C        {2,3,>.,n}

For i=2 to n Do

D[i]=L  [1,i]

{Greedy loop}

Repeat n- 2 times

{

V        some elements of C that minimizing D[V]

C        C\{V}

S         S U{V}

For each W   C  Do

D[W]        min{d[w],d[v]+L [V,W]}

pick the vertex, V, in D[V] with the shortest path to S

add V to F

}

Return D;

1

F in First level is the empty array

Object 

1

P W PW-SortW

P

30 20

2 5 30

3 50 10

4 40 20

5 25 5

6 10 20

 کيلوگرم و شش شی به شرح زیر وجود دارد ارزش نھایی در کوله پشتی را محاسبه کنيد؟ 100کوله پشتی با وزن مثال: 

1.5

0.16

5

2

5

0.5

0

1

2

3

4

5

W [10,5,20,20,20,30] P [50,25,40,30,10,5]

1) W  =100 , rc=100 → { x[0]=1 ,rc=90}

2) W  =51 , rc=90 → { x[1]=1 ,rc=85}

3) W  =202 , rc=85 → { x[2]=1 ,rc=65}

4) W  =203 , rc=65 → { x[3]=1 ,rc=45}

5) W  =204 , rc=45 → { x[4]=1 ,rc=25}

6) W  =305 , rc=25 → { x[5]=                 =0.83,rc=0}=
30

rc
w[i]

25

X [1,1,1,1,1,0.83] جواب

P=50+25+40+30+10+5*0.83=159.15 ارزش کوله

25
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برنامه نویسی پویا: 

 و روش تقسيم و حل در اینست که در روش تقسيم و DP تفاوت روش  (Bottem-Up) مسائل بصورت از پایين به با` حل ميشودD&Pدر روش 
حل یک مسئله به زیر مسائل کوچکتر تقسيم ميشود و پس از حل این زیر مسائل پاسخ ھا ادغام شده تا پاسخ نھایی حاصل شود.ولی در 

 از ابتدا به بررسی زیر مسائل ميپردازیم و با ترکيب پاسخ آنھا به مسئله اصلی ميرسيم. DPروش 

Dynamic Programming

اگر برای بدست آوردن یک مسئله نياز به حل یک زیر مسوله به تعداد دفعات مشخصی باشيم کارائی الگوریتم تقسيم و حل کاھش پيدا ميکند 
،راه حل پاسخ به این مسائل به این صورت است که ابتدا پاسخ زیر مسائل را در حافظه موقت نگھداری کنيم و از پاسخھای ذخيره شده در 

سطوح با`تر استفاده کنيم. 

 اصل بھينگی است ،این اصل بيانگر این مطلب است که برای بدست آوردن پاسخ بينه یک DPنکته:اصل اساسی موجود در حل مسائل 
مسئله لزوما نتایج حاصل از زیر مسائل باید بھينه باشد.  

در این فصل به به بررسی الگوریتمھای زیر ميپردازیم.  
-ضرب زنجيره ای ماتریسھا    1

-کوله پشتی صفر ویک n  3 از K-محاسبه          ترکيب 2
-یافتن زیر رشته مشترک 4

-الگوریتم فروشنده دوره گر 5 (   )n
k

الگوریتم ضرب زنجيره ای ماتریسھا: 

1 محاسبه شود.   M  M  ….M موجود است و قرار است   M تا   Mفرض کنيد ماتریس  2 n 1n

نکته قابل توجه در ضرب ماتریسھا اینست که در ضرب زنجيره ای ماتریسھا حداقل تعداد ضرب حائز اھميت است.در ضرب دو ماتریس دو ویژه گی باید 
رعایت شود.  

ضرب ماتریسھا شرکت پذیر است.   -1

  
دو ماتریسی که قرار است در ھم ضرب شوند باید ضرب پذیر باشند.بعبارت دیگر                      ضرب پذیر ھستند زیرا تعداد ستون  -2

A و تعداد سطر B(تعداد ضرب انجام شده)با ھم برابرند و حاصل ضرب این دو ماتریس معادل        خواھد بود. که ھزینه ضربی  

          دارد. 

Ai j ,Bj k

C i k

i  j  k

M .M .M =1 2 3

(M .M )M

M (M .M )

21 3

1 2 3

امين عدد کاتا`ن است که از رابطه زیر بدست می آید. n ماتریس برابر nنکته: تعداد حا`ت ممکن برای ضرب 

T(n)=∑
−

=

−
1

1

)().(
n

i

inTiT

T(1)=1

Aمحاسبه تعداد حا`ت پرانتزگذاری برای چھار ماتریس بعنوان مثال  مثال:  2 10 B10 5 C5 6 D6 20

T(n)=∑
−

=

−
1

1

)().(
n

i

inTiT

T(1)=1

T(2)= T(1).T(1) =1

T(3)=
T(1).T(2)

T(2).T(1)

=1

=1
+ =2

T(4)=

T(1).T(3) =2

T(2).T(2) =1

T(3).T(1) =2

+

+
=5

 ماتریس قابل ضرب داشته 4یعنی وقتی 
 حالت پرانتزگذاری داریم 5باشيم به تعداد 

((AB)C)D ((AB)(CD))

(A(BC))D A((BC)D) A(B(CD))

                        و فرض ميکنيم       حداقل تعداد ضرب برای محاسبه                                   است،در     دارای ابعاد  فرض ميکنيم ماتریس     
شرایط خاص اگر                      (در حقيقت مساوی       ميشود که مساوی صفر ميباشد.)  

M iri-1 ri (i=1>.n)M ij
M i M i+1

>. Mj

i=j M ij=0M ii

Mi j =Min(m  +m      +r    r   r )ik (k+1)j i-1 k j

i<k<j-1

بطور کلی      از این رابطه استفاده ميشود و 
مختلف   M مقادیر Kبا توجه به متغيير بودن

خواھد بود. 

M i j

ij

M i =r    ri-1 i M i+1=r   ri i+1 M k+1 =r   rk k+1

M i k=M   M             Mi i+1
>.

k-1

M =M      M             M(k+1)j k+1 k+2
>.

j-1

)    Mھزینه ضرب ماتریسھای (

)    M         ھزینه ضرب ماتریسھای( (k+1)j

r    r   r i-1 k j = )    M             M, ھزینه ضرب ماتریسھای( ik (k+1)j

Mk

M j

, ,

i k
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 ماتریس را 4چھار ماتریس با ابعاد داده شده را در نظر بگيرید،حداقل ھزینه ضرب بھمراه بھترین حالت پرانتزگذاری در ضرب زنجره ای این مثال: 
) DPمشخص کنيد (به روش 

A 10 B2 C25 D32 25 3 4

M1 M2 M3 M4

Mii=M11=M22=M33=M44=0

بھترین حالت پرانتزگذاری با حداقل ھزینه 

Mi j =Min(m  +m      +r    r   r )ik (k+1)j i-1 k j

i<k<j-1

M12=Min(m   +m   +10*2*25)=500111<k<2-1 22

M23=Min(m   +m   +2*25*3)=150222<k<3-1 33

M34=Min(m   +m   +25*3*4)=30033 44

*
3<k<4-1

(BC)

(AB)

(CD)

M13=
Min(m   +m   +10*2*3)=21011 23

Min(m   +m   +10*25*3)=125012 33

,k=1

,k=2

,k=3

1<k<3-1
,k=1

,k=2

M24=
Min(m   +m   +2*25*4)=50022 34

Min(m   +m   +2*3*4)=17423 44

2<k<4-1
,k=2

,k=3

A(BC)

(AB)C

B(CD)

(BC)D

*

*

1<k<4-1

,k=1

,k=2

,k=3

M14=

Min(m   +m   +10*2*4)=25411 24

Min(m   +m   +10*25*4)=180012 34

Min(m   +m   +10*3*4)=33013 44

* A((BC)D)

(AB)(CD)

((ABC)D)

1

2

3

4

1 2 3 4

0

0

0

0

500 210 254

154 174

300

n    شی:   شی از Kالگوریتم محاسبه 

n مولفه از   مولفه بصورت زیر است. Kفرمول کلی محاسبه تعداد حا`ت انتخاب 

(  )
n
k

(  )
n
k =

k!(n-k)!

n!
(  )5

2
=10

n حالت از   حالت از فرمول بازگشتی زیر استفاده ميشود. Kدر روش تقسيم و حل برای محاسبه 

(  )
n
k =

1

(   )+(   )n-1
k-1

n-1
k

If n=k or  k=0

Else

در اینحالت درخت را ادامه نميدھيم 

(  )
1
0 (  )

3
3

(  )
5
3

(  )
4
2 (  )

4
3

(  )
3
1 (  )

3
2 (  )

3
2 (  )

3
3

(  )
2
1 (  )

2
2

(  )
1
0 (  )

1
1

(  )
2
1 (  )

2
2(  )

2
0 (  )

2
1

(  )
1
0 (  )

1
1(  )

1
0 (  )

1
1

+

++

+ +

++

+

+

O(2  )
k

مرتبه زمانی 

بعنوان مثال محاسبه ترکيب         در روش تقسيم و حل در قالب درخت بازگشتی زیر نمایش داده شده است ،در این درخت بازگشتی بعضی از 
فراخوانيھا بصورت تکراری محاسبه شده اند.که ھمين امر باعث افزایش مرتبه زمانی حل این مسئله تا حد نھایی شده است.  

 مرتبه زمانی تا حد چند جمله ای کاھش می یابد.   DPبا استفاده از روش 

(  )
5
3

در سئوا`تی که فراخوانی بازگشتی آن 
با  ھم اشتراک دارند بھتر است از 

 استفده شود. DPالگوریتم 

Function f(int n,int k)

{

Int b[n][k];

Int I,j;

For (j=0;j<min(i,k);j++)

{

If (j==i || j==0)

B[i][j]=1

Else

B[i][j]=B[i-1][j-1]+B[i-1][j];

}

Return B;

}

0

1

2

3

0 1 2 3

1

4

5

1

(  )
5
3

5

n=5,k=3

1

1

1

1

1

2 1

3 3 1

4 6 4

5 10 10

= عدد با`+ عدد سمت چپ 2

(  )
5
3

(  ) DPمحاسبه زمان اجرا ترکيب       به روش 
5
3

i 0 1 2 k-1 k k+1 k+2 n

1 2 3 k k+1 k+1 k+1 k+1

∑
=

k

i

i
1

k+1(n-k+1)=
=

k(k+1)

2

θ (nk)

مرتبه زمانی 

θ (nk)

 jتعداد دفعات حلقه 

 DPالگوریتم ترکيب به روش 
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Longest Common Sub String (LCS)الگوریتم تعيين زیر رشته مشترک: 

1  باشد. i<j<k< ….n است اگر X یک زیر رشته از   x  x  x  …..x یک رشته باشد آنگاه   X=x  x  x…..xاگر  2 ni j k m

X=ABCCBADACD ACCAD  Xمثال یک زیر رشته از 

 است. X,Yھدف از حل این مسئله محاسبه طو`نيترین زیر رشته مشترک بين دو رشته 

1 دو رشته ورودی ھستند.    Y=y  y ……y  و   X=x  x .….xفرض ميکنيم  2 n1 2 m

nm است.  Y کاراکتری m و X کاراکتری n است که بيانگر طو`نيترین زیر رشته مشترک بين رشته    Cآنگاه ھدف اصلی محاسبه 

j0 از رابطه زیر بدست می آید.      C برابر صفر است.در حالت کلی مقدار  C   =0,C   =0ميتوان اینگونه ادعا کرد که  i0ij

C   =C[i][j]=ij

0 If i=0 or j=0

C[i-1][ j-1]+1 If X  =Yi j

max

C[i-1][ j]

C[i][ j-1]
If X  =Yi

i-1 C[i-1][ j-1] C[i-1][ j]

C[i][ j-1] C[i][ j ]i

j-1 j

 را محاسبه کنيد؟ LCS(x,y) باشد آنگاه X=ABACBBA,Y=BCACBAاگر مثال: 

 نياز داریم.  (Y|+1|)(X|+1|)برای محاسبه به یک ماتریس 

فضای اشغالی 

0 1 2 3 4 5 6

0

1

2

3

4

5

6

7

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 1 1 2 2

0 1 1 2 2 2 3

0 1 2 2 3 3 3

0 1 2 2 3 4 4

0 1 2 2 3 4 4

0 1 2 3 3 4 5

A

B

A

C

B

B

A

B C A C B A

→

→
→

→
→

→
→

→

→

→ →

→

→ →

→

→ →

→

→

→

→ →

→

→ →

→

→

→

→

→

در صورت مساوی بودن دو کاراکتر در سطر و ستون 
از فلش مورب استفاده ميکنيم و یک واحد به خانه 
اشاره شده در فلش مورب اضافه ميکنيم.و نتيجه 

را در خانه سطر و ستون قرار ميدھيم. 

در صورت نامساوی بودن دو کاراکتر سطر و ستون 
ماکزیمم خانه با`یی و خانه سمت چپ را محاسبه 
ميکنيم و نتيجه را در آن خانه قرار ميدھيم و جھت 
فلش بسمت عدد بزرگتر ميباشد ،در صورتيکه ھر 
دو خانه اشاره شده با ھم برابر باشند فلش را به 

سمت چپ نماد گذاری ميکنيم.  

LCS=5

= رشته مشترک  BACBA

الگوریتم کوله پشتی صفر و یک: 

روش حریصامه که در برنامه نویسی پویا بکار گرفته شده است اگر قرار باشد در مسئله کوله پشتی صفر و یک نيز استفاده شود جواب بھينه توليد 
  M تا 0 و بکارگيری یک ماتریس کمکی که در آن ھر سطر برای یک شی و ھر ستون متناظر با یکی از وزنھای DPنميکند ،با استفاده از روش 

 در نظر ميگيریم.  V[0…..n,0…..M]است،مسئله به حالت بھينه تبدیل ميشود در این روش ماتریس کمکی را به شکل 

 قابل j<= M =>0 حداکثر ارزشی است که ميتوان با توجه به وزن اشياء در کوله پشتی قرار داد و از آنجائيکه    V به شکل Vیک درایه از ماتریس 
 ميباشد. V[n.m] شماره گذاری شده اند جواب نھایی مسئله در درایه  n  تا1تغيير است و اشياء قابل انتخاب ھمان اشيائی ھستند که از 

 از فرمول پویای زیر استفاده ميکنيم.   Vبرای محاسبه 

ij

ij

V[i,j]=Max (V[ i-1,j ],V[ i-1,j-W  ]+P  )ii
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V[i,j]=Max (V[ i-1,j ],V[ i-1,j-W  ]+P  )ii

i تعداد اشياء بکاررفته در پر کردن کوله

j حداکثر وزن کوله

V[ i- j ] توسط    شی اول    بيشترین ارزش برای پر کردن کوله ای به وزن ji

V[ i-1,j ] .به این مفھوم است که کوله پشتی با        شی قبل پر شود و شی  ام انتخاب نشودi i-1

V[ i-1,j-w ]+p به این مفھوم که برای پر کردن کوله از شی   ام استفاده ميشود،بنابراین بقيه وزن (ظرفيت) کوله که معادل          است
توسط        شی قبل پر ميشود و ھمچنين ارزش شی    ام که     است به نتيجه اضافه ميشود. 

ij-w
i-1ip

i i

i

i

در پر کردن جدول پویای کوله پشتی صفر و یک رابطه زیر برقرار است.  

1)

2)

3)

∀i V[ i , 0 ]=0

∀j V[ 0 , j ]=0j>0

∀i,j j<0 V[ i ,j ]= -∞

 و اشيائی با مشخصات زیر بيشترین ارزش بدست آمده از پر کردن کوله چيست؟ M=11برای پر کردن کوله ای با ظرفيت مثال: 

Object i W i P i

1 1 1

2 2 6

3 5 18

4 6 22

5 7 28

0

1

2

3

4

5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 6 7 7 7 7 7 7 7 7 7

0 1 6 7 7 18 19 24 25 25 25 25

0 1 6 7 7 18 22 24 28 29 29 40

0 1 6 7 7 18 22 28 29 34 35 40

شی اول 

شی اول تا دوم 

شی اول تا سوم 

شی اول تا چھارم 

شی اول تا پنجم 

V[1,1]=max (V[0,1],V[0,1-1]+1=1

V[2,2]=max (V[1,2],V[1,2-2]+6=6

∑Pi

 تا مجموعه شی مورد نظر Wباید جمع 
 را داشته باشد. Pبيشترین 
i

i
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