
گزاره: 

گزاره جمله ایست خبری که یا درست است یا نادرست، ضمنا شاید از درستی یا نادرستی آن خبر نداشته باشيم 

 فرد است (گزاره درست) 7عدد 

شيراز  پایتخت ایران است (گزاره نادرست)  

حال شما چطور است ؟ (گزاره نيست) 

علی آدم خوبی است (گزاره نيست چون خوب بودن نسبی است)  

صدمين رقم اعشاری         صفر است (گزاره است ولی از درستی یا نادرستی آن خبر نداریم)  

گزاره درست. 
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ترتيب اولویتھا از چپ به راست 

پرانتز  نقيض  , , ترکيب عطفی  , ترکيب فصلی  , ترکيب شرطی  , ترکيب دوشرطی 

 Contradictionگزاره ھميشه نادرست   Tautologyگزاره ھميشه درست 

گزاره ای گه ارزش کلی آن درست است  گزاره ای گه ارزش کلی آن نادرست است 
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pگزاره               ھرگاه      و         ھم ارزش باشند.  qpq
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 گزاره ھای ھم ارز مھم
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 قانون جابجایی قانون خود نمایی

 قانون شرکت پذیری

 قانون توزیع پذیری

 قوانين دمرگان

 قوانين جذب
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قانون ھمزادی یا دوگانگی 

AA*Vدو گزاره       و         را ھمزاد یکدیگر گویند اگر بتوانيم یکی را با جایگزینی      با        و       با       و     با     و       با       بدست آوریم.  
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استلزام منطقی 
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 XORپيونددھنده 

XOR  .که آنرا با نماد       یا          نمایش ميدھيم ،وقتی درست است که فقط یکی از مولفه ھا درست باشد V
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 مجموعه ھای کامل

مجموعه ای از پيونددھنده ھا که ھم ارز ھر فرمولی را 
بتوان با بکار بردن این پيوند دھنده ھا نشان داد. 
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متمم نسبی 

A B

A

x A x B

زیر مجموعه کامل 

A B A BVA=B

N Z Q R

مجموعه جھانی 

مجموعه ای که ھر مجموعه دیگر 
زیر مجموعه آن باشد. 

A u

A B

V

B C A C

A B

V

B A A B=

A B

M,u

A BU

AUB={ x| x  A  or x  B}

A AUB

B AUB

A B

M,u

U

A B

A   B={ x| x  A  and x  B}

U

A   B

U

A

A   B

U

B

A B

M,U

A-B

A-B ={x|x  A   and   x  B}
A
B

A-B
B-A

(A-B)   (B-A)=

U

A` A`={ x  M| x  A}
A

M,u

AUA`=M

A   B`=A-B

U

A =̀~A

متمم مطلق 

A B

M,u

A A

A    B=(A-B)   (B-A)U

A    B=(AUB) -  (A   B)

U

+

+

تفاضل متقارن 

اجتماع  اشتراک 

~A=M-A ~(~A)=A ~    =M

~M= AU~A=M A   ~A=

U

A+A= A+B=B+A A+   =A

حاصلضرب کارترین 

زیر مجموعه  

A   B={(x,y)|x   A,y   B}
دارای خاصيت جابجایی و شرکت پذیری نميباشد. 

A   B=B   A
A   (B   C)=(A   B)   C

A  (BUC)=(A   B)U(A   C)

U UU

AU(B   C)=(AUB)   (AUC)

U U

AU(A   B)=A

U

A   (AUB)=A

U

A-B=A   ~B

U

A-B=A-(A   B)

U

A B ~B ~A

A B AUB=B

A B A   B=A

U

u,M

(   UA)   (BUA)=A

U

(M   A)U(B   A)=A

U U

~(AUB)=~A   ~B

U

~(A   B)=~AU~B

U

قوانين دمرگان 

Eدوگان     را با      نمایش ميدھند که با تعویض      با       و       با       بدست می آید و بالعکس. 

U

U E*M
اصل دوگان 

n(AUB)=n(A)+n(B) - n(A   B)

U

n(AUBUC)=n(A)+n(B)+n(C) -n(A   B) - n(A   C) - n(B   C)+n(A   B    C)

UU U U U

n(A   B)=n(A)  n(B)

4

A={1,2,3}

B={a,b}
A   B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}
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A={1,2,{1,2},3}

P(A)={1}  {2}  {{1,2}}  {3}  {1,2}  {1,{1,2}}  {1,3} {2,{1,2}}  {2,3}  {{1,2},3}  {1,2,{1,2}}  {1,2,3} {1,{1,2},3} 

{2,{1,2},3}  { }  {1,2,{1,2},3} 

P(A)= 2
4

=16

1)1  A T 2)1   A F 3) {1}   A F 4) {1}   A T 5){1,2}   A T 6) {1,2}    A T 7) {1,3}   A F

8) {1,3} A T 9){{1,2}} A F 10) {{1,2}} A T 11)    AT 12)    A T 13) P(A) T

{    }F T {    }T T

مجموعه ھای جدا از ھم (منفصل): 

دو مجموعه که اشتراکشان تھی باشد جدا از ھم ناميده ميشوند. 

مجموعه منفصل: 

اگر اعضای یک مجموعه ھمگی مجموعه بوده و دو به دو منفصل باشند. 

مثال زوج مرتب  ({2,x+y},x)=({1,2},    )1
2

x=
1
2

x+y=1 y=
1
2

تعداد زیر مجموعه نميتواند زیر مجموعه باشد.   {  }عدد بدون 

5

تعریف رابطه: 

R   را یک رابطه ازA   B گویند ھرگاه R A   BRھر زیر مجموعه ازA    B 

A={1,2,3}

B={a,b}
A   B= {(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}

R ={(1,a),(2,b)}

R ={(1,a)}

R ={(1,b),(2,a),(3,b)}

1

2

3

2 =
6

 تعداد رابطه ھا

دامنه و برد یک رابطه: 

مجموع مولفه ھای اول یک رابطه را دامنه رابطه و مجموع مولفه ھای دوم رابطه را برد رابطه گویند. 

DR1
={1,2}

RR ={a,b}
1

DR2
={1}

RR ={a}
2

DR3
={1,2,3}

RR ={a,b}
3

در مجموعه تکرار عضو مجاز نيست. 

وارون یک رابطه: 

نشان ميدھيم. R   را با   R باشد .وارون A   Bیک رابطه از   R  فرض کنيم
-1

R
-1
={(x,y)|(y,x)   R}

R ={(a,1),(b,2)}1

-1

R ={(a,1)}2

-1

DR1
=RR1

-1

RR1
=DR1

-1

تذکر: 

A ميگویيم. A رایک رابطه روی A   Aیک رابطه از  A   A

نامگذاری: 

 نمایش ميدھيم. aRb دارد و آنرا بصورت Rرابطه  b با a در اینصورت ميگویيم R   (a,b) باشد .اگر A   Bیک رابطه از  R فرض کنيم

(a,b)   R

(a,b)   R

aRb

aRb

= {    }

R ={(b,1),(a,2),(b,3)}
-1
3

A={(1,2)} A   A={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}

R ={(1,1)}1 A   AAیک رابطه از            برروی 
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رابطه ھمانی: 

 که با نماد     نمایش داده ميشود بصورت زیر تعریف ميشود. A یک مجموعه ناتھی است رابطه ھمانی در Aفرض کنيم 

i ={(x,x)|x   A}A

iA

iA=xRx

A={1,2,3} iA={(1,1),(2,2),(3,3)}

ترکيب دو رابطه: 

 
R A   B فرض 1

R B   C فرض 2

R2OR1 A   C
a R  b1

b R  c2

رابطه 

a(R O R )c
2 1

(a,b)  R1

(b,c)  R2

b ای در B  .باشد

(a,c)  R O R2 1

A B C

a b c

R1
R2

R2OR1

است.    R  O  R عضوی از (x,z) باشد.آنگاه  R در (y,z) اختيار ميکنيم اگر زوج مرتبی به شکل  Rدر  (x,y) یک زوج مرتب   R  O  Rبرای بدست آوردن عضوھای  2 1122 1

R={(4,4),(4,7),(4,9),(6,7),(6,9)}

S={(2,4),(2,6),(2,18),(3,18),(9,18)}

ROS={(2,4),(2,7),(2,9),(2,7),(2,9)}={(2,4),(2,7),(2,9)}

SOR={(4,18),(6,18)}

ترکيب یک رابطه با خودش: 

R =R R =ROR R =R OR ::...1 2 3 2

R={(1,1),(3,1),(2,3),(4,2)}

R =ROR={(1,1),(3,1),(2,1),(4,3)}
2

R =R OR
3 2

={(1,1),((3,1),(2,1),(4,1)}

نمایش یک رابطه با یک گراف جھت دار: 

A یک مجموعه متناھی

R A   R  ض یک رابطه بر روی
فر

A

ر 
اگ

(x,y)  R

(x,x)  R

xRy

a

xyرا با پيکان به    متصل ميکنيم. 

xرا با یک لوپ به خودش وصل ميکنيم. 

ل 
ثا
م

ل 
ثا
م

ل 
ثا
م

A={a,b,c,d,e}

R={(a,b),(b,b),(b,d),(c,e),(d,b),(d,e)}

b

d

ce

ل 
ثا
م

4

5

3

12

R={(5,3),(1,3),(1,1),(1,2),(2,1),(2,5),(4,2),(4,4),(4,5)}
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گرافھای جھتدار اجتماع،اشتراک،متمم،وارون: 

مثال 

A={a,b,c}a

b

c

a

c

b

R R12

a

b

c

a

b

c

a

b

c

a

b

c

R  ={(c,c),(a,a),(a,b),(b,c)}1R  ={(c,c),(a,a),(b,b),(b,a),(c,a)}2

R U R  

={(c,c),(a,a),(b,b),(b,a)

,(c,a),(a,b),(b,c)}

21

R U R 21

R    R  ={(c,c),(a,a)}

R    R21

U

21

U

R1

c

R 

={(b,b),(b,a),(c,b),

(a,c),(c,a)}

1

c

R1

-1

R = 

{(c,c),(a,a),(b,a),

(c,b)}

1

-1

7

استفاده از ماتریسھا برای نمایش رابطه ھا: 

R A   R  یک رابطه بر روی

ض 
فر

A

1
A={a ,a ,a ,:..,a  }

2 3 n

MR=[ m  ]
ij n  n

ماتریس مرجع 
m  ij=

1

0

,(a ,a )  R

,(a ,a )  R

i j

i j

ل 
ثا
م

A={a ,a ,a ,a  }1 2 3 4

a2 a3

a1 a4

ماتریس متناظر رابطه 
a1

a2

a3

a4

a1 a2 a3 a4
1 0 0 0

0 0 1 0

1 1 0 1

0 0 0 0

ماتریس صفر و یک: 

ماتریسی که درایه ھایش تنھا از صفر و یک تشکيل شده است. 

A

x  A,(x,x)  R (1

(2

iA R
Rیعنی گراف جھت دار     در ھر راس دارای یک لوپ باشد. 

رابطه انعکاسی: 

اگر 

A={1,2,3}

A

x,y  A |(x,y)  R

ل 
ثا
م

x+y=

R={(1,1),(2,2),(3,3),(3,1),(1,3)}
2 3

1

1

2

3

1 2 3
1 0 1

0 1 0

1 0 1

R باشد. 1رابطه    انعکاسی است ھرگاه ھمه درایه ھای روی قطر اصلی ماتریس متناظر ،

ل 
ثا
م

A={1,2,3}

R={(1,1),(1,2)}

رابطه انعکاسی است. 

رابطه انعکاسی نيست.  2 3

1

1

2

3

1 2 3
1 1 0

0 0 0

0 0 0

زوج باشد. 
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رابطه متقارن: 

A

x,y  R     (y,x)  R (1

abbaیعنی اگر از راس   به    یک یال جھت دار وجود داشته باشد آنگاه ازراس   به    نيز پيکان جھت دار وجود داشته باشد. 

Rرابطه   متقارن است ھرگاه ماتریس متناظر این رابطه نسبت به قطر اصلی متقارن باشد 2)

ل 
ثا
م

R={(1,2),(2,1),(3,3),(2,3),(3,2)}

2 3

1

1

2

3

1 2 3
0 1 0

1 0 1

0 1 0

رابطه متقارن است. 

رابطه ترایایی (تعدی ،انتقالی): 

(a,b)  R

V

(b,c)  R (a,c)  R اگر (1

abbcacیعنی اگر از   به    یک یال جھت دار باشد و از   به    نيز یک یال جھتدار باشد ،آنگاه از  به   نيز یک یال جھت دار وجود داشته باشد.  

R(i,j)(j,k)(i,k) باشد درایه       ام آن ھم یک باشد.  1رابطه   ترایایی است ھرگاه درایه ھای        ام و         ام ماتریس آن 2)

ل 
ثا
م

1 2

4 3

(3,4)  R , (4,1)   R          (3,1)   R

(1,3)  R , (3,4)   R          (1,4)   R
رابطه ترایایی نيست. 

1

2

3

4

1 2 3 4

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

ل 
ثا
م

R={(1,2)} (1,2)   R

V

(2,?)   R

T F

T,F=T رابطه ترایایی است. 
1

2

1 2
? 1

? ?

1

2

1 2
1 1

1 ?

رابطه پاد (ضد) متقارن: 

(1(a,b)  R

V

(b,a)  R اگر a=b

abbaیعنی اگر از    به     یک یال جھتدار باشد،آنگاه از    به     یال جھتداری نباشد.  

R(i,j)(j,i)(i=j) باشد درایه            آن صفر باشد.  1رابطه    ضد متقارن است ھرگاه درایه        ام ماتریس آن 2)

ل 
ثا
م

R={(1,1),(1,2),(3,4),(4,4),(2,3)}

1 2

4 3

رابطه پاد متقارن است. 

1

2

3

4

1 2 3 4
1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1

ل 
ثا
م

1

2

3

4

1 2 3 4
0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

A= R={(1,2),(1,3),(2,3)}

رابطه انعکاسی نيست. 

رابطه متقارن نيست. 

رابطه ترایایی است. 

رابطه پاد متقارن است. 

رابطه ترایایی و پاد متقارن است. 

1

2

3

1 2 3
0 1 1

0 0 1

0 0 0

مثال  A={1,2,3,4}

R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,3),(2,1)}

1

2

3

4

1 2 3 4
1 1 0 0

1 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

تنھا خاصيت انعکاسی دارد 

R={(3,4),(4,3)}

1 2

4 3

1

2

3

4

1 2 3 4
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

1 2

4 3

متقارن و ترایایی است،انعکاسی نيست 

R={(4,3),(3,1)}

1

2

3

4

1 2 3 4
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

1 2

4 3

تنھا خاصيت پادمتقارن دارد 

1

2

3

4

1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 2 3 4

R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(2,3)

,(3,2)}

انعکاسی و متقارن است ،ترایایی نيست 

1 2

4 3

1

2

3

4

1 2 3 4
1 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 2

4 3

R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3)}

1

2

3

4

1 2 3 4
1 0 1 1

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1 2

4 3

انعکاسی و ترایایی است،متقارن نيست 

8

تنھا خاصيت متقارن دارد 

ل 
ثا
م

R={(1,2)}

رابطه پاد متقارن است. 

R={(1,2),(2,1),(1,1),(2,2)}
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رابطه ھای ھم ارزی: 

 یک رابطه ھم ارزی است ھرگاه این رابطه بازتابی،متقارن و ترایایی باشد .  Aروی  Rرابطه 

یک رابطه ھم ارزی است.؟  Rبصورت زیر است آیا رابطه  Rماتریس متناظر با رابطه مثال: 

1

2

3

4

1 2 3 4
1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0

0

0

1

1

5

5

R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(4,4),(4,5),(5,4),(5,5)}

بله 

رابطه موازی بودن روی مجموعه خطوط یک رابطه ھم ارزی است.  مثال: 

-ھرخط با خودش موازی است (خاصيت بازتابی) 

موازی است.(متقارن)  bنيز با خط  bموازی باشد.خط  bبا خط  aاگر خط - 

موازی است.(ترایایی)    cبا خط aموازی باشد پس خط  cنيز با خط  bموازی باشد.و خط  bبا خط  aاگر خط -

a b c

a=bرابطه مساوی بودن روی مجموعه اعداد یک رابطه ھم ارزی است. مثال: 

V

b=c a=ca=a a=b b=a

دسته ھای(کRسھای) ھم ارزی: 

 عبارت است از:  a یک رابطه ھم ارزی باشد .دسته ھم ارزی A روی مجموعه ناتھی Rفرض کنيم 
 نمایش ميدھيم. [a] را با a دارند.دسته ھم ارزی R رابطه a که با Aمجموعه کليه عناصری از 

[a]={x  A|xRa}     =     {x   A|aRx}
R متقارن 

رابطه ھم ارزی  a را نماینده ک[س ھم ارزی [a] .گویند 

1 با گراف زیر تعيين شده است،دسته ھم ارزی این رابطه را بنویسيد.؟ A={1,2,3,4} روی Rرابطه ھم ارزی مثال:  2

4 3
R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(2,4),(4,2)}

[1]={x  A|xR1}={1}

[2]={x  A|xR1}={2,4}

[3]={x  A|xR1}={3}

[4]={x  A|xR1}={2,4}

 پس [4] با [2]با توجه به یکی بودن ک[س ھم ارزی 
مجموعا سه نوع ک[س ھم ارزی متفاوت وجود دارد. 

با توجه به مثال قبل داریم : 

- این سه ک[س ھم ارزی غير تھی ھستند.  1

- اشتراک دو به دو ک[سھای ھم ارزی تھی ميباشد.  2

 ميباشد.  A- اجتماع سه ک[س ھم ارزی برابر خود مجموعه 3

 را افراز ميکند.  Aبنابراین نتيجه ميگيریم این سه ک[س ھم ارزی مجموعه 

 را افراز ميکند. A مجموعه R باشد در اینصورت ک[سھای ھم ارزی متمایز A یک رابطه ھم ارزی روی مجموعه غير تھی Rاگر نتيجه: 

نمادگزاری: 

~برای نمایش یک رابطه ھم ارزی روی یک مجموعه از نماد       استفاده ميکنند.  

که بصورت زیر تعریف ميشود یک رابطه ھم ارزی است.  Z روی    نشان دھيد رابطه مثال:  ~x    y~ z x-y باشد 2مضربی از 

x    x~ x-x=0=2  0 (بازتابی)   است 2مضربی از 

(متقارن)  x    y~
K  Z

E

x-y x-y=2k باشد 2مضربی از  y-x=2(-k)
k1

y-x ~y    x است 2مضربی از 
x-y=2k1

y-z=2k2

x    y~
y    z~

 باشد 2مضربی از 

 باشد 2مضربی از 

x-y

y-z
+ x-z=2(k +k ) x-z ~x    z است 2مضربی از 

k3
1 (ترایایی) 2

A={:.,-2,0,2,4,:.}

A={:.,-1,1,3,5,:.}

مجموعه اعداد زوج 

مجموعه اعداد فرد 

[0]

[1]

ک[سھای ھم ارزی 
 را افراز ميکنند. Zکه 

- ھر مجموعه ناتھی است.  1

 است. 2-اشتراک آنھا ناتھی است و اخت[فشان ھمواره مضربی از 2

 را تشکيل ميدھد. Z-اجتماع در مجموعه بطور کلی 3

9

ترتيب جزعی: 

 بازتابی ،پاد متقارن و ترایایی باشد.  A روی R یک رابطه ترتيب جزعی است اگر A روی مجموعه Rرابطه 

xRy ترتيب جزعی است؟ بله N روی مجموغه R را بدین صورت تعریف ميکنيم.آیا رابطه N روی Rرابطه مثال:  x<y

<x x  (بازتابی)

<x y

V

y x< x=y  (پاد متقارن)

(ترایایی)  <x y

V

y z< x z<
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 روی ھر مجموعه ای یک رابطه ترتيب جزعی است.  (       )رابطه زیر مجموعه بودن مثال: 
A  (بازتابی) A

(پاد متقارن) 

(ترایایی) 

A B

V

B A A=B

A B

V

B C A C

نمادگزاری: 

>>معموD رابطه ترتيب جزعی را با نماد     نشان ميدھند.(نماد      بمعنای کوچکتر،مساوی نيست) 

تعریف: 

>>>  y     x یاx    y را مقایسه پذیر گویند اگر داشته باشيم A در x,y باشد عناصر Aفرض کنيم     یک رابطه ترتيب جزعی روی مجموعه 

 مقایسه پذیر نباشند آنھا را مقایسه ناپذیر گویيم. x,yاگر عناصر 

 در نظر ميگيریم.  P(A) رابطه ترتيب جزعی را روی P(A)={    ,{a},{b},{a,b}} در اینصورت A={a,b}فرض کنيد مثال: 

مقایسه پذیر است. {a}با الف) 

مقایسه پذیر است. {b}با {a}ج) 

ب) 

د) 

{a} با{a,b} .مقایسه پذیر است

مقایسه پذیر است. {a,b}با 

(بله) (بله) 

(بله)  (خير) 

الف) 

ج) 

ب) 

د) 

{a} V {a}

F T

{a} {b} V {b} {a}

F F

{a} {a,b}V{a,b} {a}

T F

{a,b} V {a,b}

FT

رابطه ترتيب کلی(کامل): 

 یک رابطه ترتيب کلی A روی مجموعه R دو به دو مقایسه پذیر باشند.آنگاه R یک رابطه ترتيب جزعی باشد و اعضای A روی مجموعه Rاگر رابطه 
است. 

 ترتيب کامل است؟ بله P(A) آیا رابطه     روی P(A)={     ,{a}} در اینصورت A={a}اگر مثال: 

- رابطه      ترتيب جزعی است.(بنا به تعریف)  

 دو به دو مقایسه پذیر است.  P(A)- اعضای 

a

 گزینه ای قبل ،ترتيب کامل نميباشد.  4در مثال نکته: 

فرمولھای بازگشتی: 
n=

n +1
n +3

2

{a}

a20= 20+3

(20) +1
2

=
23
401 an  .نمونه یک فرمول صریح است

a1=3 an=3an-1+5 ,n>1

a2=3a +5=9+5=141

a3= 3a +5=472

an .نمونه یک فرمول دنباله بازگشتی  است

ana1=1دنباله        بصورت بازگشتی                                               تعریف شده است فرمول صریحی برای این دنباله بدست آورید؟ مثال:  an=2an-1 ,n>1

a1=1 a2= 2a =21
a3=4 a4=8 a5=16

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4 an=2

n-1
فرمول صریح حدس زده شده که باید اثبات شود. 

n=k
فرض استقراء که درست 

در نظر گرفته ميشود 
ak=2

k-1

حکم استقراء که باید 
ثابت شود. 

n=k+1 ak+1=2
k

ak+1
an=2an-1

n=k+1= 2a
k+1-1= 2a

k

ak=2
k-1

فرض اسقراء  = 2 2
k-1

=2
k

 نفر n نفر با ھم تنھا یکبار دست ميدھند،یک فرمول بازگشتی برای تعداد دست دادنھای این n نفر در یک مھمانی حضور دارند این nمثال: 
بنویسيد ھمراه با فرمول صریح آن؟ 

10

TT

T F

an=a2=1 نفر حضور داشته باشند تنھا یکبار دست دادن اتفاق می افتد و محاسبه آن بدین صورت ميباشد.  2اگر در مھمانی 

1=n-1  دست دادن دیگر به          اضافه n-1فرض کنيم           تعداد دست دادنھای          را ميدانيم با اضافه شدن یک نفر به جمع 
ميشود یعنی: 

an-1n-1an-1

a2=1 an= n-1+an-1 ,n>2

w
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a3=

a2=1 an= n-1+an-1 ,n>2

3-1+a =32
a4=4-1+a =63

a5=5-1+a =104

2+1

a6 6-1+a =155=
3+2+1 4+3+2+1 5+4+3+2+1

an=(n-1)+(n-2)+:+3+2+1=
(n-1)n

2
1+2+3+�+n=

n(n+1)

2
n=n-1 n-1(n-1+1)

2
=
n(n-1)

2

فرض اسقراء  n=k ak=
(k-1)k

2

حکم استقراء  n=k+1 aK+1=
(k+1)k

2

aK+1=k+1-1+a =k k+
(k-1)k

2
=
2k+k -k

2

2

=
k +k
2

2

=
k(k+1)

2

an= n-1+ n-1a

11

 ھمگن با ضرایب ثابت: 2حل رابطه ھای بازگشتی خطی درجه 

a  =Aa    +Ba    ,n>2nھر رابطه بازگشتی به شکل   n-1 n-2 که در آنA,Bاعداد ثابتی ھستند و B=0 ھمگن با 2 ،یک رابطه بازگشتی خطی درجه 

ضرایب ثابت ميباشد. 

nan-2aبه این دليل این رابطه را درجه دوم ميگویيم که     برحسب دو جمله ای قبلی اش یعنی                  تعریف ميشود.   , n-1a

n-2aخطی ميگویند زیرا توانھای                یک است.  , n-1a

ھمگن ميگویند زیرا درجه ھمه جم[تش یکسان است و فاقد جمله ثابت است.  

 بستگی ندارند.  n اعداد ثابتی اند و به A,Bبا ضرایب ثابت ميگویند زیرا 

معادله مشخصه یک رابطه بازگشتی خطی ھمگن درجه دوم با ضرایب ثابت. 

a  =Aa    +Ba    ,n>2n n-1 n-2

معادله مشخصه 
x =Ax+B
2

a  =Aa    +2a    ,n>2nمعادله مشخصه رابطه بازگشتی ذکر شده را بنویسيد.؟ مثال:  n-1 n-2

na =x
2

n-1a =x
2-1

n-2a =x
2-2

x =x+2
2

قضييه: 
na باشد آنگاه فرمول صریح     بدین شکل ميباشد. r,sاگر معادله مشخصه رابطه بازگشتی خطی ھمگن درجه دوم با ضرایب ثابت دارای دو ریشه متمایز 

na =cr +ds
n n c,d اعداد حقيقی ھستند که مقدارشان برحسب شرایط اوليه 

0a یعنی              بدست می آید.  ,a1

مثال 

a  =a    +2a    n n-1 n-2 n>2

1 n=0

8 n=1
a =1,a =8   0 1

x =x+2
2

x -x-2=0
2

(x+1)(x-2)
x=-1=r
x=2=s

na =cr +ds
n n

na =c2+d(-1)
n n

n=0 0a =c2+d(-1)
0 0

n=1
1a =c2+d(-1)

1 1
1=c+d

8=2c-d
+ 9=3c c=3 d=1-c=-2

na =cr +ds
n n

na =3(2)-2(-1)
n n

تمرین 

a  =5a    -6a    n n-1 n-2 n>2

-1 n=0

0 n=1

x =5x-6
2

x -5x+6=0
2

(x-3)(x-2)
x=3=r
x=2=s

na =cr +ds
n n

na =c3+d2
n n

n=0 a =c3+d2
0 0

1a =c3+d2
1 1

n=1

-1=c+d

0=3c+2d

c=-1-d

0=3(-1-d)+2d 0=-3-3d+2d
d=-3
c=2

na
n n

na =2(3)-3(2)
n n

=cr +ds

 ھمگن با ضرایب ثابت وقتی معادله مشخصه آن ریشه مضاعف دارد. 2حل رابطه ھای بازگشتی خطی درجه 

na =(c+dn)r
n
=cr +dnr

n n

0

a =-1,a =0   0 1
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مثال 

a  =6a    -9a    n n-1 n-2 n>2

1 n=0

2 n=1

x =6x-9
2

x -6x+9=0
2

(x-3)
2 s=3

r=3

na =cr +dns
n n

na =c3+dn3
n n

n=0 a =c3+d0(3)
0 0

1a =c3+d1(3)
1 1

n=1

0 1=c

2=3c+3d 2=3+3d d=
1-
3

na =c3+dn3
n n

a =3- n3=n

n n-11
3

3-n3   

تمرین 

a    =8a    -16a    n+2 n+1 n n>2

0 n=0

8 n=1

x =8x-16
2

x -8x+16
2

(x-4)
2 s=4

r=4

na =c4 +dn4
n n

na =cr +dns
n n

n=0

n=1

0a =c4 +dn4
0 0

1a =c4 +dn4
1 1

c=0

8=4c+4d 2=c+d d=2

na =c4 +dn4
n n

na =0(4) +2n4
n n

a =2n4n

n

ممکن است بعضی از ریشه ھای معادله مشخصه یک رابطه بازگشتی ھمگن با ضرایب حقيقی عدد مختلط باشد. 

a =1,a =2  0 1

a =0,a =8   0 1

a  =-a    n n-2

1 n=1

2 n=2

n>3

مثال 

a  =-a    n n-2 a  +a    =0n n-2 x +1=0
2

x =-1
2 s=+i

r=-i

a=1
2
x =-1 b=0

c=1

b -4ac=-4
2

s,r=
-0  +- -4

2
= -+ 4i

2

2
=

2i+-
2

= -+i

a =cr +ds
n n

n
a
n =c(i)+d(-i)

n n n=1

n=2

a
1 =ci-di=1

a
1 =ci+d(-i)=2

2 2

-c+d=i

-c-d=2

i

+

-c+d=i

-2c=i+2 c=
i+2

-2

-c+d=i
i+2
2

-i=
2-i
-2

=d

a =cr +ds
n n

n
i+2

-2= (     ) i
n

+
2-i

-2
(     )

n

(-i) = (-1-    )i +(   -1)(-i)i
2

i
2

n

برج ھانوی: 

 قرص که وسط آنھا سوراخ است و دارای قطرھای متفاوت ھستند به ترتيب نزولی قطر چيده شده اند.طوری که بزرگترین  n  ميله ،3حول یکی از 
قرص در زیر قرار دارد ميخواھيم قرص ھا رابا رعایت شرایط زیر از طریق ميله دوم به ميله سوم انتقال دھيم. 

الف)ھر دفعه فقط یک قرص حرکت داده شود. 

ب)ھيچ قرص بر روی قرص کوچکتر از خود قرار نگيرد. 

a قرص باشد رابطه بازگشتی برای     بدست آوریدو آنرا حل کنيد(فرمول صریح)  n اگر      تعداد حرکتھای Dزم برای انتقال این 
n

a
n

1 2 3

12

ابتدا با         حرکت       قرص فوقانی را به ميله دوم انتقال ميدھيم 
و سپس با یک حرکت بزرگترین قرص را به ميله سوم سوم انتقال 
داده ،سپس        قرص ميله دوم را با          حرکت به ميله سوم 

انتقال ميدھيم. 

a  =2a    +1   

1 n=1

n>2

a
n-1

n-1

n-1a
n-1

n n-1

a  =1 
1

a  =2a    +1   
n n-1

a    =2a    +1   n-1 n-2
=2 a    +2+1   

n-2

2 a    =2a    +1   n-2 n-3 =2 a    +2 +2+1   
3

n-3

2

2   a  +:..+2 +2+1   
n-1

1

2

= 
2 -2

2-1

n 0

= 2 -1
n

a+aq+aq +:..+aq    =
2 n-1 a(1-q )

1-q

n

∑
∞

n-1

aq
n-1

=
1-q
a

n
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جبر بولی: 

 دو عنصر متمایز   0،1 تعریف شده است. و ` مجموعه ای غير تھی است که روی آن دو عمل دوتایی بسته +، . ویک عمل یک تایی Bفرض کنيم 
B ھستند در اینصورت به ساختار (B,+, . ,`, 0 ,1) یک جبر بولی گویند ھرگاه برای ھر سه عنصر دلخواه a,b,c  از B .داشته باشيم 

a+b=b+a

a.b=b.a
جابجایی 

a+(b.c)=(a+b).(a+c)
جابجایی 

a.(b+c)=(a.b)+(a.c)
ھمانی 

a+0=a

a.1=a
متمم گيری 

a+a =1

a.a  =0

  a را متمم  aو   را عضو ھمانی ضرب 1 را عضو ھمانی جمع و 0 را به ترتيب جمع و ضرب و عمل   را متمم ميناميم،بع[وه  +, .عملھای دوتایی 
ميناميم. 

) 1= 0 ,0= 1 را بصورت زیر تعریف ميکنيم.(به شرط  +, . آنگاه B=[0,1]اگر مثال: 

+ 0 1
0
1

0 1
1 1

. 0 1
0
1

0 0
0 1

0+1=1+0

0.1=1.0

1+(1.0)=(1+1).(1+0)

1.(1+0)=(1.1)+(1.0)

1+0=1

1.0=0

1+1 =1,0+0 =1

1.1 =0, 0.0 =0

 یک جبر بولی است.   (B,+, . ,1,0,1)در اینصورت 

  باشد.با اعمال جمع و ضربی که مولفه به مولفه اجرا ميشود بشرط  B یعنی B دنباله ھای شناخته شده از عناصر n و مجموعه B=[0,1]اگر مثال: 

 یک جبر بول ميباشد. 1= 0 ,0= 1

n

 آنگاه x=10011,y=11110 ھمانی ضرب است و اگر بطور مثال  11111 ھمانی جمع  و   B   00000مث[ در 

x 1 0
x 0 1

0 1
1 0

1
0

x 1 0 0 1 1

1 1 1 1 0

1 1 1 1 1

y
x+y

x 1 0 0 1 1

1 1 1 1 0

1 0 0 1 0

y
x.y

 و اعمال جمع ،ضرب و متمم گيری را به ترتيب اعمال اجتماع B=P(U) باشد یعنی U برابر مجموعه توانی B یک مجموعه مرجع باشد و Uاگر مثال: 
U یک جبر بولی است. (B,   ,   ,    ,U) آنگاه U=1 و     =0،اشتراک و متمم گيری در نظر بگيریم و ھمچنين فرض کنيم 

U

φ

aUb=bUa

a   b=b   a

U U

aU(b   c)=(aUb)   (aUc)

a   (bUc)=(a   b)U(a   c)

U U

UU U

aU   =a

a   u=a

φ

U

aUa =u

a   a =

U

φ

φ
این جبر را جبر بولی مجموعه ھا گویند. 

 گزاره ھا باشد و (      ) نفی گيری (     ) عطفی (V) مجموعه گزاره ھا و اعمال ضرب و جمع و متمم گيری به ترتيب اعمال فصلی Bفرض کنيم مثال: 
 یک جبر بولی است. (B,V,    ,    ,F,T) گزاره ھميشه درست باشد آنگاه T=1 گزاره ھميشه نادرست  و F=0ھمچنين 

V~
V ~

p   q=q   p

pVq=qVp

V V

p   (qVr)=(p   q)V(p   r)

pV(q   r)=(pVq)   (pVr)

V V

V V V

p   T=p

V

pVF=p

p     p=F

pV   p=T

V~

~

13

 را بترتيب برای ھر   + , . ,` است اعمال n مجموع مقسوم عليه ھای مثبت   D و   n=P  P  ….P اعداد اول متمایز و  P ,P  ,P  ,….,Pفرض کنيد قضييه: 
b,a در D   .بصوت زیر تعریف ميکنيم 

1 2 31 2 kn

a+b=[a,b]

a.b=(a,b)

a=
n
a

1=

n=

(D  ,+, . ,  ,1,n)n

(a,b)=(b,a) , [a,b]=[b,a]

(D  ,+, . ,  ,1,n)
[a,(b,c)]=([a,b],[a,c])

(a,[b,c])=[(a,b),(a,c)]

1)

2)

[a,1]=a3)

[a ,4)

(a,n)=a

n
a
]=n (a ,    )=1n

a

k

n
کوچکترین مضرب مشترک=ک.م.م 

بزرگترین مقسوم عليه مشترک=ب.م.م 

عضو ھمانی جمع 

عضو ھمانی ضرب 

عضو ھمانی 

عضو ھمانی 

جبر بول است. 

مفھوم بسته بودن: 
 بگيریم و در ھم ضرب یا جمع کنيم نتيجه آن نيز در N بسته است ،یعنی اگر دو عضو دلخواه را از N عمل جمع و ضرب نسبت به Nدر مجموعه 

N خواھد بود .ھمين موضوع در ارتباط با مجموعه Z .نيز صادق است 

 مقایسه ذکر شده در مثالھای جبر بولی برقرار باشد. 4برای اثبات جبر بول باید اوD بسته باشد و ثانيا اثبات جبر بول: 

w
w

w
.fr

ee
ba

y.
ir

http://www.freebay.ir


کداميک از ساختارھای زیر جبر بولی ھستند؟ تمرین: 

1)

A+C=A   CU

A.C=A   C

A={1,2,3}-A

B={{0},{0,1},{1,2},{1,3}} {1,2}+{1,3}={1,2}  {1,3}={1,2,3}   BU ∉

جبر بول نيست چون نسبت به عمل جمع بسته نيست. 

2)

x+y=[x,y]

x.y=(x,y)

A=
70
x

B={1,5,10,70}

x,y  B∈

A,C  B∈

[1,5]=5   B

(1,5)=1   B

∈

∈
ک.م.م  و ب.م.م صادق است  5=

70
5

=14∉B

جبر بول نيست چون نسبت به عضو ھمانی بسته نيست. 

3)

x+y=[x,y]

x.y=(x,y)

A=
70
x

B={1,2,35,70} x+y=[x,y]

+

1

2

35

70

1 2 35 70

1 2 35 70

2 2 7070

35 70 35 70

70 70 70 70

x.y=(x,y)

.

1

2

35

70

1 2 35 70

1 1 1 1

1 2 1 2

1 1 35 35

1 2 35 70

ک.م.م  و ب.م.م صادق است 

A= 70
x

=
70
1

70
2

70
35

70
70

, , , =70,35,2,1∈B

 Dميباشد 2،5،7 شامل مضارب اعداد اول 70جبر مذکور نسبت به عمل جمع و ضرب و عضو ھمانی بسته است و طبق قضييه مطرح شده در با 
 یک جبر بولی ميباشد. Bو چھار اصل جبر بول برقرار است لذا در مجموعه 

70=2*5*7n=P ,P ,...P1 2 k

4)

+ جمع معمولی ماتریس 

. ضرب معمولی ماتریس 

قرینه ماتریس 

B=
0 0

0 0

, 1 0

0 1

, -1 0

0 -1
{ }

1 0

0 1

, 1 0

0 1

, 2 0

0 2
∉B

جبر بول نيست چون نسبت به عمل جمع بسته نيست. 

5)

A+C=A   CU

A.C=A   C

A={1,2,3}-A

A={1,2,3}, B=P(A)={   ,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}φ

+ φ {1} {2} {3} {1,2} {1,3} {2,3} {1,2,3}

φ
{1}

{2}

{3}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

{1,2,3}

φ {1} {2} {3} {1,2} {1,3} {2,3} {1,2,3}

{1} {1} {1,2} {1,3} {1,2} {1,3} {1,2,3} {1,2,3}

{2} {1,2} {2} {2,3} {1,2} {1,2,3} {2,3} {1,2,3}

{3} {1,3} {2,3} {3} {1,2,3} {1,3} {1,2,3} {1,2,3}

{1,2} {1,2} {1,2} {1,2,3} {1,2} {1,2,3} {1,2,3} {1,2,3}

{1,3} {1,3} {1,2,3} {1,2,3} {1,2,3} {1,3} {1,2,3} {1,2,3}

{2,3} {1,2,3} {2,3} {2,3} {1,2,3} {1,2,3} {2,3} {1,2,3}

{1,2,3}{1,2,3} {1,2,3} {1,2,3} {1,2,3} {1,2,3} {1,2,3} {1,2,3}

نسبت به عمل جمع و ضرب و ھمانی بسته است و 
روابط جبر بول نيز در آن صادق است پس بطور کلی 

یک جبر بولی ميباشد. 

مثال: 

B 210 مجموع مقسوم عليه ھای مثبت عدد طبيعی  

1)

x+y=[x,y]

x.y=(x,y)

A=
210
x

ک.م.م 

ب.م.م  B={ } ترتيب اولویتھا: 

( )

.
+

30+5.7

2) (30+5).(30+7)

3) (14+15)

4) 21.(2+10 )

5) (2+3)+5

6) (6+35).(7+10)

[30,(5,7)]=[30,1]=30

([30,5],[30,7])=(30,210)=30

[14,15]

210
=
210
210

=1

(21,[2,21])=(21,42)=21

[[2,3],5]=[6,5]=30

([6,35],[7,10])=(210,70)=70

14
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گراف در لغت به معنای شکل و نمودار است. مفھوم گراف: 

مثال: 

 تشکيل شده است به پنج نفر متخصص برای تصدی این بخشھا با تخصصھای a1,a2,a3,a4یک شرکتی برای اجرای یک پروژه بزرگ که از چھار بخش 
b1,b2,b3,b4,b5 .در اختيار دارد طبق فھرست زیر برخی ص[حيت بيش از یک بخش را دارند 

 -b1 ميتواند در سه بخش a1,a2,a4 .فعاليت کند 

 -b2 ميتواند در دوبخش a3,a4   .فعاليت کند 

 -b3,b4 تنھا در بخش a3  .ميتوانند فعاليت کنند 

 -b5 ميتواند در بخشھای a2,a3,a4  .ميتواند فعاليت کند 

 متصدی انتخاب کند.؟ a1,a2,a3,a4با این پنج نفر ،شرکت به چند طریق ميتواند برای بخشھای 

a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4 b5

(a1,b1),(a2,b5),(a3,b3),(a4,b2)

(a1,b1),(a2,b5),(a3,b4),(a4,b2)

به دو طریق 

تعریف: 

 E=edge که مجموعه ای متناھی و نا تھی ميباشد و G بمعنای راس ھای V=Vertex است که در آن (V,E) شامل زوج مرتبی چون G=(V,E)گراف 
 است. V شامل زیر مجموعه ای از مجموعه تمام زیر مجموعه ھای دو عضوی Gبمعنای یالھای 

V={a1,a2,a3,a4,b1,b2,b3,b4,b5}

E={{a1,b1},{a2,b1},{a2,b5},{a3,b2},{a3,b3},{a3,b4}{a3,b5},{a4,b1},{a4,b2},{a4,b5}} ab={a,b}   E,  a=b∈ Dمثال با

G=(V,E)=

(a1,b1),(a2,b5),(a3,b3),(a4,b2)

(a1,b1),(a2,b5),(a3,b4),(a4,b2)

نمودار گراف زیر را ترسيم نمایيد؟ مثال: 

E={{a,b},{a,e},{a,c},{c,d},{e,d},{b,d}}

V={a,b,c,d,e}
G=(V,E)

a

b e

c d

e

a c

db

 یال است.  6 راس و 5گراف دارای 

 مجاور نيستند.  a,d مجاورند ولی  a,bبطور مثال 

نمودار گراف زیر را ترسيم نمایيد؟ مثال: 

E={{v1,v3},{v1,v5},{v3,v5}}

V={v1,v2,v3,v4,v5}
G=(V,E)

v1

v2 v3

v4v5

 با ھيچ راسی مجاور نيستند چنين راسھایی را رئوس v2,v4رئوس 
منفرد یا تنھا مينامند.در حقيقت ھر راسی که شامل ھيچ یالی 

نباشد ،راس منفرد ميگویند. 

 با ھم مسابقه ميدھند.و نتایج زیر را داریم.  a,b,c,d,eپنج تيم مثال: 

-a  با b,c,e .مسابقه داده و بر ھمگی پيروز شده است 

⊆G=(V,E) E

-b با a,d  .روبرو شده و از ھر دو شکست خورده است 

-c  با a,d,e مسابقه داده بر d,eاز  پيروز شده است وa .شکست خورده است 

-d با b,c,e ، بازی کرده b,e  را شکست داده و از c .شکست خورده است 

-e  با a,c,d  .مسابقه داده است 

a

b e

c d

ميتوان با قرارداد فلشی روی یال که جھت آن از برنده بطرف 
بازنده است گراف را جھتدار نمود. 
a

b e

c d

a

b e

c d

E={{a,b},{b,d}{d,c},{a,d},{c,b}}

V={a,b,c,d}
G=(V,E)

نمودار گراف زیر را ترسيم نمایيد؟ مثال: 

a b

c d

 را مشخص کنيد؟  V,E در شکل زیر نصب شده است مجموعه G=(V,E)نمودار گراف مثال: 
v1 v2

v3 v4

v5

E={{v1,v2},{v1,v3},{v1,v4},{v2,v4},{v3,v4},{v3,v5},{v4,v5}}

V={v1,v2,v3,v4,v5}
G=(V,E)

گراف چندگانه: 

گرافی است که شامل طوقه یا یالھای چند گانه است،منظور از طوقه یالی است که دو انتھایش بر ھم منطبق است. 

اگر دو راس با بيش از یک یال به ھم وصل باشند  این یالھا را یال چند گانه ميگویيم. 
a b

c d

a

c

b

d

در کتاب ریاضييات گسسته مقصود از گراف گراف ساده است نه چند گانه. 

c d
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Cھریال در گراف ساده بيانگر یک زیر مجموعه دو عضو از مجموعه رئوس است. قضييه: 
2

p =(   )
p

2
=

p(p-1)

2

 عضو داشته باشند؟ 4 وجود دارند که مجموعه راسھای آن G=(V,E)چند گراف ساده مثال: 

(   )
4
2 =6  عضوی 4تعداد زیر مجموعه ھای دو عضوی یک مجموعه 

2
6
=64  عضوی 6تعداد زیر مجموعه ھای مجموعه 

 عضو داشته 4تا گراف ميتوان ساخت که راسھای آن 64لذا 
باشند 

2 راس برابر است با Pدر حالت کلی تعداد گرافھای ساده با قضييه: 

P(P-1)

2

 نمایش ميدھند.  P مينامند و آنرا با حرف G تعداد راسھای گراف را مرتبه گراف Gدر ھر گراف مرتبه گراف: 

 نمایش ميدھند.  q گویند و با G را اندازه Gتعداد یالھای گراف اندازه یک گراف: 

P=
 در Vتعداد اعضای 

 G=(V,E)گراف 

0<q<(   )
p

2 =
p(p-1)

2
0<q=|E|<|x|=(   )

p

2 =
p(p-1)

2

G=(V,E) q<|E| V=|P| G=(V,E) q=|E| V=|P|

}=V  Xزیر مجموعه ھای دو عضوی مجموعه  }

p(p-1) راس باشد آنگاه حداکثر            یال دارد Pاگر یک گراف دارای نتيجه: 

2

 نشان ميدھند.   deg(V),(deg V) را با V عبور ميکند.درجه V برابر تعداد یالھایی است که از V ،درجه یک راس Gدر یک گراف درجه یک راس: 

یک راس را فرد ميگویيم ھرگاه درجه آن عددی فرد باشد و یک راس را زوج ميگویيم ھر گاه درجه آن عددی زوج باشد. راس فرد و راس زوج: 

(   )>q>0 ،درجه ھر راس و زوج و فرد بودن آن و صحت               ) را مشخص کنيد.  G رسم شده است.(مرتبه ،اندازه گراف G=(V,E)در شکل زیر یک گراف مثال: 
p

2
b

a c

de

f

E={{a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,e},{c,e},{c,d}}

V={a,b,c,d,e,f }
G=(V,E)

=7

=6

P=|v|=6 مرتبه گراف  q=|E|=7 اندازه گراف 

Deg(a)=3 Deg(b)=3 Deg(c)=4

Deg(d)=2 Deg(e)=2 Deg(f)=0

q=7<
p(p-1)

2
=15 درست است 

 باشد.  deg(a)=1,deg(b)=1,deg(c)=3,deg(d)=3 ،آیا گرافی وجود دارد که V={a,b,c,d}اگر مثال: 

Deg(c)=3

Deg(d)=3

 وجود داشته باشد.  a,b,d به cبایستی سه یال از 

 وجود داشته باشد.  a,b,c به dبایستی سه یال از 

a b

c d

Deg(a)>2

Deg(b)>2
لذا گرافی با شرایط فوق وجود ندارد. 

16

Deg(a)=2

Deg(b)=2

Deg(c)=3

Deg(d)=3

a b

c d

V1

V2

V3

V4

Deg(a+b+c+d)=10

q=5

∑
=

4

1i

vi=(2+2+3+3)=10=2q

مجموعه درجه ھای ھرگراف برابر دو برابر تعداد یالھای گراف و زوج است. 

∑
=

P

i

Vi

1

)deg(V=(V +V +:+V  )1 2 p

 باشد؟ 4 آن G وجود دارد که مرتبه 1,1,2,3 با درجه رئوس Gآیا گراف مثال: 

مجموع درجه ھای رئوس  = 2q 1+1+2+3=7 چون جواب زوج نيست قابل قبول نيست. 

گراف بدون یال گراف تھی:

 یک گراف G باشد.در حقيقت P-1 رایک گراف کامل گویيم ھرگاه درجه ھرراس آن G باشد،P یک گراف کامل از مرتبه Gفرض کنيم گراف کامل:
کامل است ھرگاه بين ھر دو راس آن یک یال موجود باشد. 

P نمایش ميدھند.   K را با Pگراف کامل از مرتبه 

a b

c d

K4 ∑
=

4

1i

vi =4(4-1)=2q q=
12
2

=6

p(p-1)

2
q=

Kp

(   )=فرمول بدست آوردن یال در گراف کامل 
2

p

K1
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 کامل است؟ G گراف q باشد،به ازای چه مقداری برای 5 از مرتبه Gاگر گراف مثال: 

p(p-1)

2
q= =

5(5-1)

2
=10

 کدام است؟ P یال داشته باشدمقدار K ، 15اگر گراف مثال: 

p(p-1)

2
=15 p(p-1)=30 6*5=30 P=6

- منتظم 2

∋ باشد.  r- منتظم گوھيم ھرگاه درجه ھر راس آن برابر r را P از مرتبه G ،گراف (r    N) عدد صحيح و نامنفی باشد rفرض کنيم 

b

a c

de

a c

b

e d

a b

- منتظم 2

- منتظم 1

  5مرتبه   5مرتبه 

  1مرتبه 

r منتظم-

-منتظم است. (p-1)ھرگراف کامل      یک گراف  Kp

گراف بازه ھا: 

(0,2)
(1,4) (3,8) (6,9)

(3,4)

(2,5)

(0,2)I(3,4)

(3,4) (6,9)I

=

=

φ
φ

(2,5) (6,9)I =φ

(0,2) (1,4)

(1,4) (3,8)

(3,8) (6,9)

(2,5) (1,4)

(3,8) (2,5)

(3,4) (2,5)

(3,4) (3,8)

(3,4) (1,4)

I

I

I

I

I

I

φ=
φ=
φ=
φ=
φ=
φ=

φ=
φ=

I

I  نباشد. 3این گراف طوری ترسيم شده است  که دوری بزرگتر از 

نقاطی که اشتراک ندارند نباید یال داشته باشند. 

که نمودار آن بشکل ذیل ميباشد یک گراف بازه ای است؟  Gآیا گراف مثال: 

a b

c d

a=

b=

(x  ,y  )

(x  ,y  )

c=

d=

(x  ,y  )

(x  ,y  )

1 1

2 2

3 3

4 4

2(  x  ,y) مجاور ھستند.  b,dراسھای  2 (x  ,y  )4 4I φ=x  <x  <y

x  <x  <x <x1 2 3 4

2 4 2

(x  ,y  ) (x  ,y  )I φ=2 2 3 3
x  <x  <y2 3 2  مجاور ھستند.  b,cراسھای 

x  <y  <x4 2 3x  <x4 این یک تناقض است پس 3
نميتواند یک گراف بازه ای 

باشد. 

پس اگر نمودارگرافی شامل یک چھار ضلعی بدون قطر باشد گراف بازه ای نخواھد بود. 

بعلت ذکر شده باD بازه ای نيستند 
بازه ای است. 

دنباله درجه راسھای یک گراف: 

b

a c

def

Deg(a)=4

Deg(b)=3

Deg(c)=4

Deg(d)=3

Deg(e)=5

Deg(f)=1

,d1=4

,d2=3

,d3=4

,d4=3

,d5=5

,d6=1

(5,4,4,3,3,1)

دنباله نزولی 

∑
=

P

i

di

1

=2q=20

P=

q=

تعداد راسھا،مرتبه گراف 

تعداد یالھا،اندازه گراف 

 دنباله درجه راسھای یک (…,d1,d2)اگر دنباله
 2qگراف باشد آنگاه         یک عدد زوج و برابر 

است. 
∑

=

P

i

di

1

درجه ھر راس برابر است با تعداد یالھای مت[قی با راس 

 ،نمودار این گراف را رسم کنيد؟ (3,1,1,1)دنباله درجه ھای راسھای یک گراف عبارت است از مثال: 

3+1+1+1=6=2q q=3

ویژه گيھای دنباله یک گراف ساده: 

- مجموعه درجه ھای آن ھميشه زوج است.  1

- تعداد جم[ت(اعداد)  فرد دنباله باید زوج باشد.  2

∑
=

P

i

di

1

=2q

 است p-1- بزرگترین جمله دنباله حد اکثر 3

 باشد ،ھيچکدام از جم[ت دنباله صفر نيست.  p-1-اگر یک جمله دنباله 4

- حداقل دو جمله دنباله باید با ھم مساوی باشند.(حداقل دو راس دارای درجه ھای یکسان ھستند- اصل Dنه کبوتری)  5
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(4,3,3,2,0)

مثال: کدام یک از دنباله ھای زیر ميتواند دنباله درجه ھای راسھای یک گراف ساده باشد؟ 

T(9,4,4,4,3,2,2,2,1,1) T

(6,6,3,3,2,1,0) F (3,3,3,2,2,2,0,0,0)تعداد جم[ت فر د،زوج نيست F تعداد جم[ت فر د،و مجموع جم[ت زوج نيست

مثال:  را پيدا کنيد؟ x,y باشد مقدار 13 است ،اگر اندازه گراف (x,y,3,2,2,6,6)دنباله درجه راسھای یک گراف بصورت 

∑
=

P

i

di

1

=2q=2*13=26

6+6+x+y+3+2+2=26

x+y=7

تعداد جم[ت فر د،و مجموع جم[ت باید زوج باشد ،پس یک متغيير باید فرد و یک 
x,y=4,3متغيير باید زوج باشد تا این عبارت صحيح شود  x,y=5,2

مسير ،دور 

طول یک مسير تعداد یالھای این مسير است. 

دنباله ای که فقط از یک راس تشکيل شده باشد مسيری بطول صفر است. 

در یک مسير نباید از یک راس دو بار عبور کرد. 

 که راسھای ابتدا و انتھای مسير بر ھم منطبقند.  n ،مسيری است به طول nیک دور بطول 

نمونه گرافھای بدون دور 

گراف ھمبند 

گرافی ھمبند است که بين ھر دو راس دلخواه آن حداقل یک مسير وجود داشته باشد. 

نمونه گرافھای ھمبند. 

نمونه گرافھای ناھمبند. 

گراف ھميلتونی 

 داشته باشد ،گرافی ھميلتونی است. P ،دوری به طول P>=3اگر گرافی از مرتبه 

گرافی که بتوان دوری در آن یافت که از ھمه رئوس گراف بگذرد. 

Kp یک گراف ھميلتونی است. P>=3ھر گراف کامل       

درخت: 

گرافی که ھمبند باشد و ھيچ دوری نداشته باشد درخت ميگویيم. یعنی بين دو راس یک درخت دقيقا یک مسير وجود دارد. 

(q=p-1)-تعداد راسھا=تعداد یالھا) 1در درخت این فرمول صادق است.(

-تعداد راسھا=تعداد یالھا)  1در درخت این فرمول صادق است.(

 دارد.  1اگر تعداد راسھا بيش از یک باشد ،حداقل دو راس از درجه 

 برابر است با:  P در یک درخت از مرتبه 1تعداد مسيرھای متفاوت بطول 
p(p-1)

2
=(   )

2

p

نمونه ھای درخت. 

 برابر است با:  P در یک درخت از مرتبه 1تعداد مسيرھای متفاوت بطول 

(p=q+1) Or

مثال:  فاقد دور است ،مجموع مرتبه و اندازه آن کدام عدد ميتواند باشد.  Gگراف ھمبند 

12151820
p+q=(q+1)+q=2q+1 .مجموع عددی فرد است

نمونه گراف ھميلتون 
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 k باشد ،3 راس از درجه K و 2 راس از درجه 5 راس از درجه یک و 7 دقيقا یک مسير وجود دارد.اگر این گراف شامل Gبين ھر دوراس از گراف 
را پيدا کنيد؟ 

مثال: 

∑
=

P

i

di

1

=2q 7*1+5*2+k*3=2q=2(p-1)

q=p-1 .رابطه درخت

17+3k=2(7+5+k)-2

P=7+5+k

17+3k=22+2k K=5

مثال:  را پيدا کنيد.ب)نمودار درخت را رسم کنيد؟ 1 دنباله درجه راسھای یک درخت است.الف)تعداد رئوس درجه S:3,3,3,3,2,1,…,1دنباله نزولی 

x = 1تعداد راسھا از درجه 

P=5+x
∑

=

P

i

di

1

=2q=4*3+2+x

q=p-1

14+x=2p-2 14+x=2(5+x)-2 X=6

 باشد 25 است ،اگر مرتبه این درخت 5 ندارد و ماکزیمم درجه رئوس آن 4 دارد و راس از درجه 3 راس از درجه 3 و 5 راس از درجه 2درختی 
 دارد؟ 1 و چند راس از درجه 2.چند راس از درجه 

مثال: 

∑
=

P

i

di

1

=2q=2*24=48

p=q+1
p=25

q=24

2*5+3*3+0*4+x*2+y*1=48 2x+y=29

25=p=x+y+3+2 x+y=20

x=9

y=11

x =  2تعداد راسھا از درجه 

y =  1تعداد راسھا از درجه 

 فقط یکبار عبور کرده و به ھمان راس اوليه بازگشت. G اویلری است ھر گاه بتوان از ھر راس آن شروع کرده و از ھمه یالھای Gگراف گراف اویلری: 

گرافی اویلری است اگر و تنھا اگر درجه ھمه رئوس آن زوج باشد. قضييه: 

گراف اویلر است  گراف اویلر نيست 

گراف اویلر نيست 

نميتوان از کليه رئوس عبور 
کرد و به نقطه اول بازگشت 

گراف اویلر است 

گراف ھميلتون نيست 

گراف ھميلتون است گراف ھميلتون است 
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